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Solutions des exercices du livre

« Le calcul des tresses »
(Calvage & Mounet, 2019)

Patrick Dehornoy

Les références à trois chiffres (« 1.4.3 ») concernent le chapitre lo-
cal. Comme dans le livre, les références à quatre chiffres (« IV.2.2.2 »)
concernent les autres chapitres.

Exercices du chapitre I

Exercice 1 (décalage).— (i) En suivant le même schéma
qu’en 1.4.7, montrer que l’ajout d’un premier brin non tressé dé-
finit, pour tout n, un plongement decn (comme « décalage ») de
l’espace Bn dans Bn+1. Ce plongement est-il surjectif ? Anticipant
sur 2.3.3, quelle est l’image de σi par decn ? (ii) Montrer que les
plongements decn sont compatibles entre eux, et en déduire qu’ils
induisent un plongement dec de B∞ dans lui-même. !

Solution. (i) La construction est symétrique de celle de 1.4.7 : au
lieu d’ajouter un (n+1)ième brin trivial à la droite des n brins, on
l’ajoute à gauche. Du coup, la condition technique qui évite toute
incursion intempestive de brins est de se restreindre à des tresses
triviales hors du prisme [0, 1]×]1.5,+∞[×R.

Le plongement decn n’est pas surjectif : par construction, σ1 ne
peut appartenir à l’image de decn. L’image de σi par decn est σi+1,
et, symétriquement, celle de σi est σi+1.

(ii) Les deux opérations d’ajouter un brin sur la droite par en et
d’ajouter un brin sur la gauche par decn commutent : pour toute
tresse géométrique β satisfaisant des « contraintes de prisme »
ad hoc, on a decn(en(β)) ≈ en(decn(β)). De ce fait, si g appar-
tient à Bn, il n’y a pas d’ambiguïté à définir dec(g) par dec(g) :=
decn(g). !



2

Exercice 2 (clôture).— Montrer que les clôtures de deux dia-
grammes de tresse isotopes sont des diagrammes de nœud iso-
topes, mais que des diagrammes de tresse non isotopes peuvent
avoir des clôtures qui sont des diagrammes d’entrelacs isotopes.
[Indication : Comparer les clôtures des tresses de 3.2.7.] !

Solution. Une isotopie entre des sous-diagrammes se prolonge
trivialement en une isotopie des diagrammes, de sorte que β ≈ β′

implique β̂ ≈ β̂′.

D’un autre côté, les tresses géométriques σ1 et σ1 ne sont pas
isotopes car leurs nombres d’enlacement sont distincts, respecti-
vement 1/2 et −1/2, mais leurs clôtures sont isotopes, ainsi que
le suggèrent les diagrammes suivants :

≈

(ces deux diagrammes étant tous deux isotopes à une simple bou-
cle, c’est-à-dire à un nœud trivial). !

Exercice 3 (symétrie de l’enlacement).— Montrer que, pour
toute tresse géométrique β et tous i, j, on a λj,i(β) = λi,j(β). !

Solution. Par définition, pour i < j, on a θj,i(t) = θi,j(t)+π pour
tout t. On déduit l’égalité des dérivées θ′j,i = θ′i,j , d’où λj,i(β) =
λi,j(β) par intégration. !

Exercices du chapitre II

Exercice 4 (sous-monoïde).— (i) Montrer qu’une partie M ′

d’un monoïde M est un sous-monoïde de M si, et seulement si,
M ′ contient 1 et est clos par produit (le produit de deux éléments
de M ′ appartient à M ′). (ii) En déduire qu’une partie X de M
engendre un monoïde M si, et seulement, si tout élément de M \
{1} peut s’écrire comme produit fini d’éléments de X . !
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Solution. (i) Supposons que M ′ est un sous-monoïde de M , c’est-
à-dire que M ′ muni des opérations induites par celles de M est
un monoïde. Notons ·′ la restriction de · à M . Par hypothèse,
(M ′, ·′, 1) est un monoïde. Donc, par hypothèse-même, 1 est dans M ′.
D’autre part, puisque ·′ est une opération binaire sur M , donc, a·′b
est dans M ′ pour tous a, b dans M ′ : mais c’est aussi dire que a · b
est dans M ′.

Réciproquement, supposons que 1 est dans M ′ et que M ′ est clos
par produit. Alors, par hypothèse, la restriction ·′ de · à M ′ est une
opération binaire partout définie sur M ′. Alors, pour tous a, b, c
dans M ′, on a

a ·′ (b ·′ c) = a · (b · c) = (a · b) · c = (a ·′ b) ·′ c,

donc ·′ est associative. D’autre part, pour tout a dans M ′, on a

a ·′ 1 = a · 1 = a et 1 ·′ a = 1 · a = a,

donc (M ′, ·′, 1) est un monoïde, donc, par définition, un sous-mo-
noïde de M .

(ii) Supposons que X engendre M , et que a est élément de M \
{1}. Par hypothèse, a appartient au plus petit sous-monoïde in-
cluant X , qui, par (i), est la réunion de {1} et de l’ensemble des
produits finis d’éléments de X . Donc a est un produit fini d’élé-
ments de X . Inversement, supposons que tout élément de M \ {1}
est produit fini d’éléments de X . Alors tout élément de M \ {1}
est élément de la clôture par produit de X , donc, par (i), élément
du plus petit sous-monoïde de M incluant X : c’est dire que X
engendre M . !

Exercice 5 (décalage).— (i) Montrer que le plongement decn
de Bn dans Bn+1 défini dans l’exercice 1 est un homomorphisme.
(ii) En déduire que le plongement dec est un endomorphisme non
surjectif de B∞ dans lui-même, et qu’il est caractérisé par le fait
qu’il envoie σi sur σi+1 pour tout i. !

Solution. (i) Soient D1 et D2 des diagrammes de tresse à n brins.
Le diagramme ci-dessus exprime que decn (ici pour n = 3) est un
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homomorphisme de Bn dans Bn+1 :

· =
D1 D2 D1 D2

(et l’ajout symétrique d’un brin à droite — c’est-à-dire « au-dessus »
— correspondrait au fait que en est également un homomorphisme
de Bn dans Bn+1).

(ii) Comme dans l’exercice 1, les deux opérations d’ajouter un brin
sur la droite par en et d’ajouter un brin sur la gauche par decn
commutent : en termes de diagramme de tresse, on a la relati-
on decn(en(D)) ≃ en(decn(D)). De ce fait, si g appartient à Bn,
il n’y a pas d’ambiguïté à définir dec(g) par dec(g) := decn(g).
Par (i), l’application dec est compatible avec le produit, c’est-à-
dire qu’il est un endomorphisme de B∞. Par construction, dec

envoie σi sur σi+1 pour tout i, et, puisque le groupe B∞ est engen-
dré par les tresses σi, c’est le seul endomorphisme à posséder cette
propriété. Cet endomorphisme n’est pas surjectif, car σ1 n’appar-
tient pas à l’image de dec. !

Exercice 7 (renversement).— À quelle transformation des
tresses géométriques correspond le renversement ? !

Solution. En termes de tresses géométriques, le renversement cor-
respond à une rotation d’axe vertical passant par le point mé-
dian (1/2, (n + 1)/2, 0) et d’angle π/2 — alors que l’inversion
(opération β &→ β−1) correspond à une symétrie par rapport au
plan {1/2}×R2 : dans les deux cas, le fait qu’il y ait antiauto-
morphisme correspond à une inversion de l’ordre des générateurs,
mais le renversement de σi est σi, alors que l’inversion de σi est σi,
comme le suggèrent les diagrammes

comparé à

!
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Exercice 8 (présentation de Coxeter de S3).— Montrer que
le quotient G du groupe B3 par la congruence engendré par les
relations supplémentaires σ2

1 = σ2
2 =1 est (isomorphe) au groupe

symétrique S3. [Indication : Utiliser les relations pour montrer
que le cardinal de G est au plus 6.] !

Solution. Soit G le groupe ⟨a, b | a
2 = b

2 = 1, aba = bab⟩.
Soit ≡ la congruence engendrée par les relations de la présenta-
tion, y compris les relations de groupe libre aA = 1, etc. Pre-
mièrement, a2 ≡ 1 implique A ≡ a et, de façon anlogue, b2 ≡ 1
implique B ≡ b. Donc tout mot sur {a, b, A, B} est ≡-équivalent à
un mot sur {a, b}.

Ensuite, tout tel mot est ≡-équivalent à au moins un des six
mots ε, a, b, ab, ba, ou aba. La raison est que, si on concatène a

ou b à la droite de n’importe lequel de ces six mots, le mot ré-
sultant est à nouveau ≡-équivalent à un des ces six mots : par
exemple, on trouve ab · b ≡ a, et aba · b ≡ aaba ≡ ba. Donc, ≡ a
au plus six classes d’équivalence, et G a au plus six éléments.

Prouver que G a exactement six éléments, et reconnaître G exige
de montrer que les six mots ε, a, b, ab, ba, et aba sont deux à
deux non ≡-équivalents. On peut utiliser pour cela un ≡-invariant.
Définissons I : {a, b} → S3 par I(a) = (1, 2) et I(b) = (2, 3). Les
transpositions (1, 2) et (2, 3) satisfont les relations de la présen-
tation : nous avons (1, 2)2 = (2, 3)2 = id et (1, 2)(2, 3)(1, 2) =
(2, 3)(1, 2)(2, 3), donc I induit un homomorphisme de G dans S3.
On vérifie alors que les images par I des mots ε, a, b, ab, ba,
et aba sont des permutations distinctes de {1, 2, 3}, donc ces mots
sont deux à deux non ≡-équivalents. Donc G a exactement six
éléments. Comme I est surjective, elle est aussi injective, et I est
un isomorphisme de G sur S3. En d’autres termes,

⟨a, b | a2 = b
2 = 1, aba = bab⟩

est une présentation du groupe symétrique S3. !

Exercice 9 (neutre).— Montrer qu’un monoïde ne peut possé-
der qu’un élément neutre. !

Solution. Si M est un monoïde, et si 1 et 1′ sont éléments neutres
de M , les hypothèses impliquent 1 = 1 · 1′ = 1′. !
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Exercice 10 (monoïde).— Montrer que (S∗, ·, ε) est un monoï-
de (proposition 2.1.4). !

Solution. Pour tout S-mot w et pour 1 " i " |w|, notons w[i]
la iième lettre de w, c’est-à-dire le iième élément de w vu comme
une suite de longueur |w|, donc encore comme une application
de {1, ..., |w|} dans S. Soient u, v, w des mots sur S. Comme l’ad-
dition des entiers est associative, on a d’abord

|u(vw)| = |u|+ |uv| = |u|+ (|v|+ |w|)

= (|u|+ |v|) + |w| = |uv|+ |w| = |(uv)w|,

donc u(vw) et (uv)w ont même longueur.

Ensuite, pour 1 " i " |u|, on trouve

(u(vw))[i] = u[i] = (uv)[i] = ((uv)w)[i].

De même, pour |u|+ 1 " i " |u|+ |v|, on trouve

(u(vw))[i] = (vw)[i − |u|] = v[i− |u|] = (uv)[i].

Enfin, pour |u|+ |v|+ 1 " i " |u|+ |v|+ |w|, on trouve

(u(vw))[i] = (vw)[i−|u|] = w[(i−|u|)−|v|] = w[i−|uv|] = (uv)w[i].

Donc les mots u(vw) et (uv)w coïncident toujours, et, par consé-
quent, la concaténation est associative.

Enfin, soit w un S-mot quelconque. Alors la longueur du mot wε
est |w| + |ε|, donc est |w|. De plus, pour 1 " i|w|, on a, par
définition, (wε)[i] = w[i], donc les mots wε et w coïncident. Un
vérification similaire montre que εw et w coïncident de même.
Par conséquent, ε est élément neutre pour la concaténation et,
finalement, (S∗, ·, ε) est un monoïde. !

Exercice 11 (parties génératrices de S∗).— Montrer qu’une
partie X d’un monoïde S∗ est génératrice dans S∗ si, et seulement
si, X inclut S. !

Solution. Un S-mot de longueur ℓ, disons s1 ··· sℓ, est le produit
des ℓ mots s1, ..., sℓ, de longueur 1. Donc, dès que X inclut S,
tout mot non vide de S∗ est produit fini d’éléments de X , et, par
conséquent, X engendre S∗.

Inversement, supposons que X engendre M , et soit s un élément
de S. Il doit donc exister w1, ..., wm dans X vérifiant s = w1 ···wm,
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donc, en particulier, 1 = |w1|+ ··· + |wm| : la seule possibilité est
que tous les mots wi soient vides, sauf l’un d’entre eux, disons wi0 ,
qui est égal à s. Mais alors on a wi0 = s, donc s ∈ X , et S est
inclus dans X . !

Exercice 12 (monoïde libre).— Démontrer la proposition 2.2.1 :
« Pour toute application φ de S dans un monoïde M , il existe
un unique homomorphisme φ̂ de S∗ dans M étendant φ, dé-
fini par φ̂(ε) := 1 et, pour w = s1 ··· sℓ avec s1, ..., sℓ ∈ S, par
φ̂(w) := φ(s1) ···φ(sℓ). ». !

Solution. La définition de φ̂ fait sens car un mot dans S∗ n’admet
qu’une décomposition en produit de lettres de S : si on a w =
s1 ··· sℓ = t1 ··· tm avec s1, ..., tm dans S, on a nécessairement ℓ =
|w| = m, et si = w(i) = ti pour 1 " i " ℓ. Ensuite, φ̂ prolonge φ,
et c’est est un homomorphisme car, pour u = s1 ··· sℓ et pour v =
t1 ··· tm, on trouve

φ̂(uv) = φ̂(s1 ··· sℓt1 ··· tm) = φ(s1) ···φ(sℓ)φ(t1) ···φ(tm)

= (φ(s1) ···φ(sℓ))φ((t1) ···φ(tm)) = φ̂(u)φ̂(v),

et, de même,

φ̂(uε) = φ̂(u) = φ̂(u)φ̂(ε) et φ̂(εu) = φ̂(u) = φ̂(ε)φ̂(u).

Enfin, φ̂ est unique car, s’il prolonge φ sur S et est un homomor-
phisme, il doit obéir à la relation φ∗(w) := φ(s1) ···φ(sℓ). !

Exercice 13 (monoïde-quotient).— Démontrer le lemme 2.2.4 :
« Si M est un monoïde et si ≡ une relation d’équivalence sur M ,
alors l’application envoyant un élément sur sa classe pour ≡ induit
une structure de monoïde-quotient sur M/≡ si, et seulement si,
≡ est une congruence sur M ». !

Solution. Notons [a] la classe d’un élément a de M vis-à-vis de ≡.
Supposons que ≡ induit une structure de monoïde-quotient (M/≡, ∗),
c’est-à-dire, par définition, que l’application φ : a &→ [a] définit
un homomorphisme de M à valeurs dans (M/≡, ∗). Le produit ∗
sur M/≡ doit donc vérifier

[a] ∗ [b] = [ab].

Pour que cette égalité ait un sens, il faut que [ab] reste le même
quand a et b sont remplacés par d’autres éléments de la même
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classe d’équivalence, c’est-à-dire que, si on a a′ ≡ a et b′ ≡ b, on ait
aussi a′b′ ≡ ab. Autrement dit, il faut que ≡ soit une congruence.

Réciproquement, supposons que ≡ est une congruence sur M .
Alors (??) donne une opération binaire bien définie sur M/≡.
On a alors, pour tous a, b, c dans M ,

([a] ∗ [b]) ∗ [c] = [ab] ∗ [c] = [abc] = [a] ∗ [bc] = [a] ∗ ([b] ∗ [c]),

et [a] ∗ [1] = [a1] = [a] = [1a] = [1] ∗ [a], et (M/≡, ∗, [1]) est un
monoïde. !

Exercice 14 (image).— Montrer que, si M,M ′ sont des monoï-
des, l’existence d’un homorphisme surjectif de M sur M ′ équivaut
à celle d’une congruence ≡ sur M telle que M ′ soit isomorphe au
quotient M/≡. !

Solution. Supposons que φ est un homorphisme surjectif de M
sur M ′. Soit ≡ la relation binaire sur M par a ≡ a′ ⇔ φ(a) =
φ(a′). Alors ≡ est une congruence sur M (le vérifier !), et φ induit
une application bien définie φ du quotient M/≡ dans M ′ puisque
deux éléments d’une même classe ont la même image. Par cons-
truction φ est un homomorphisme, et il est bijectif (le varifier !).

Inversement, supposons que ≡ est une congruence sur M . Alors
l’application qui à tout élément de M associe sa classe pour ≡ est,
par définition, un homomorphisme surjectif de M sur le monoïde-
quotient M/≡. Il existe donc un homomorphisme surjectif de M
sur M/≡ donc, de là, sur tout monoïde isomorphe à M/≡. !

Exercice 15.— Démontrer le lemme 2.3.4 : « Si M est un mo-
noïde, alors, pour tout sous-ensemble R de M ×M , il existe une
plus petite congruence incluant R, à savoir la relation « il existe
une R-dérivation de a à a′ ». !

Solution. Notons a ≡R a′ pour « il existe une R-dérivation de a
à a′ ». Alors ≡R est réflexive, car, pour tout a, la suite (a) est
une R-dérivation de a à a. Elle est symétrique, car, si (a0, ..., am)
est une R-dérivation de a à a′, alors (am, ..., a0) est une R-dériva-
tion de a′ à a. Enfin, ≡R est transitive car, si (a0, ..., am) est
une R-dérivation de a à a′ et si (b0, ..., bp) est une R-dérivation
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de a′ à a′′, alors on a am = a′ = b0, et si (a0, ..., am, b1, ..., bp)
est une R-dérivation de a à a′′. En outre, ≡R est compatible avec
la multiplication à gauche et à droite, car, si (a0, ..., am) est une
R-dérivation de a à a′, alors, pour tous x, y dans M , la suite
(xa0y, ..., xamy) est une R-dérivation de xay à xa′y. Donc ≡R

est une congruence sur M . Enfin, si (b, b′) appartient à R, alors
(b, b′) est une R-dérivation de b à b′ : donc ≡R inclut R (en tant
qu’ensemble de couples).

Inversement, supposons que ∼ est une congruence sur M qui in-
clut R, et supposons que (a0, ..., am) est une R-dérivation de a
à a′. Pour chaque i, il existe (b, b′) dans R et x, y dans M vérifiant
ai−1 = xby et ai = xb′y, ou vice versa. Puisque ∼ inclut R et est
symétrique, on a bb̃′, et, puisque ∼ est compatible avec le produit,
on a aussi xbyx̃b′y, d’où ai−1 ∼ ai. Puisque ∼ est transitive, on
déduit a ∼ a′. De là, ∼ inclut ≡R. !

Exercice 16 (congruence engendrée).— Montrer que, dans
le cas de 2.3.3, la congruence engendrée par le couple (ab, ba) est
la relation « avoir le même nombre de lettres a et de lettres b ».

!

Solution. Notons ≡ la congruence engendrée, et notons |w|s le
nombre de lettres s dans le mot w. On a |ab|a = |ba|a = 1, et
|ab|b = |ba|b = 1. De là, par induction sur le longueur d’une
dérivation, w ≡ w′ implique |w|a = |w′|a et |w|b = |w′|b.

Réciproquement, on montre par induction sur |w| l’équivalen-
ce w ≡ a

|w|ab|w|b pour tout mot w sur {a, b}. Donc la conjonction
de |w|a = |w′|a et |w|b = |w′|b implique

w ≡ a
|w|ab

|w|b ≡ a
|w′|ab

|w′|b ≡ w′. !

Exercice 17 (monoïdes présentés).— (i) Soit S quelconque,
et soit R l’ensemble des relations s=1 pour s dans S. Montrer
que ⟨S |R⟩+ est le monoïde trivial à un élément. (ii) Soit S non
vide, et soit R l’ensemble des relations s= t pour s, t dans S. En
déduire que ⟨S |R⟩+ est isomorphe à (N,+). [Indication : Montrer
que la congruence sur S∗ engendrée par R est la relation « avoir
même longueur ».] (iii) Montrer que ⟨a, b | ab=ba⟩+ est le produit
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direct de deux copies du monoïde (N,+). [Indication : Utiliser
l’exercice 16 et montrer que l’application w &→ (|w|a, |w|b), où |w|s
désigne le nombre de s dans w, induit une bijection de {a, b}∗/≡
sur N2, puis que cette bijection est un homomorphisme lorsque N2

est muni de l’addition coordonnée par coordonnée.]. (iv) Montrer
que le monoïde ⟨a | ap=1⟩+ est isomorphe au groupe cyclique Z/pZ.
[Indication : Montrer que la congruence ≡ sur {a}∗ engendrée
par (ap, ε) est la relation |w| = |w′| (mod p).] Décrire de même le
monoïde ⟨a | ap = a

q⟩+ pour p, q # 0 fixés. !

Solution. (i) Soit ≡ la congruence sur S∗ engendrée par S×{ε},
c’est-à-dire par toutes les relations s=1 pour s dans S. Une in-
duction sur |w| montre w ≡ ε pour tout S-mot w. La relation ≡
n’a donc qu’une seule classe, d’où ⟨S |S∗ × {ε}⟩+ = {1}.

(ii) Soit ≡ le congruence engendrée, et soit a une lettre fixée de S.
Pour tout mot w, par induction sur |w|, on a w ≡ a

|w|. Donc la
relation w ≡ w′ est équivalente à |w| = |w′|. L’application qui, à p
dans N associe a

p, est surjective sur ⟨S |R⟩+ parce que tout mot
est ≡-équivalent à un mot ap, et elle est injective parce que deux
mots de longueurs distinctes ne sont pas ≡-équivalents.

(iii) Soit ≡ la congruence sur {a, b}∗ engendrée par l’unique cou-
ple (ab, ba). On a vu dans l’exercice 16 que w ≡ w′ est véri-
fié si, et seulement si, w et w′ ont le même nombre de a et le
même nombre de b. Soit alors φ l’application w &→ (|w|a, |w|b),
où |w|s désigne le nombre de s dans w. Alors φ induit une bijec-
tion de {a, b}∗/≡ sur N2. Ensuite, on a φ(uv) = (|uv|a, |uv|b) =
(|u|a, |u|b) + (|v|a, |v|b), donc φ est un homomorphisme et, de là,
un isomorphisme d’image (N,+)× (N,+).

(iv) Soit ≡ la congruence sur {a}∗ engendrée par l’unique cou-
ple (ap, ε). Par induction sur la longueur d’une dérivation, on
montre que w ≡ w′ implique |w| = |w′| (mod p), et réciproque-
ment tout mot w est ≡-équivalent à a

q, où q est l’unique entier
de {0, 1, ..., p−1} congru à |w| mod p. Alors l’application φ qui as-
socie q à aq pour 0 " q < p induit un isomorphisme de ⟨a | ap = 1⟩+

sur le groupe cyclique Z/pZ.

Soit de même ≡ la congruence sur {a}∗ engendrée par l’unique
couple (ap, aq), où l’on suppose q > p. Par induction sur la lon-
gueur d’une dérivation, on montre que w ≡ w′ implique |w| = |w′|
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mod(q−p). Pour une raison de longueur, les mots ε, a, ..., ap−1 sont
isolés, c’est-à-dire sont les seuls éléments de leur classe d’équiva-
lence : en effet, si un mot w a une longueur strictement inférieure
à p, et donc à q, aucune relation ne s’applique à w. D’un au-
tre côté, tout mot w de longueur # p est ≡-équivalent à a

p+r,
où r est l’unique entier de {0, 1, ..., (q − p − 1)} congru à |w|
mod (q − p). Le monoïde ⟨S |R⟩+ a donc q éléments, qui sont les
classes de ε, a, ..., aq−1, et la table de multiplication est donnée
par [ar] · [as] := [af(r+s)] où

f(t) :=

⎧
⎪⎨

⎪⎩

t pour t < p,

l’unique élément de p, ..., q−1

congru à t mod (q − p) sinon.
!

Exercice 18.— Montrer la proposition 2.3.8 : « Un monoïde M
engendré par un ensemble S est un quotient du monoïde ⟨S |R⟩+

si, et seulement si, toutes les relations de R sont vérifiées dans M . »
!

Solution. Si ≡ est la congruence sur S∗ engendrée par R, et si ∼
est la congruence sur S∗ telle que u ∼ v est vérifiée si, et seulement
si, u et v ont même évaluation dans M , alors les deux conditions
équivalent à l’inclusion de ≡ dans ∼ (en tant qu’ensembles de
couples). !

Exercice 19.— Montrer le lemme 2.3.9 : « Un homomorphisme φ
défini sur un monoïde S∗ vers un monoïde M induit un homomor-
phisme de ⟨S |R⟩+ dans M si, et seulement si, on a φ(u) = φ(v)
pour chaque relation u= v de R. » !

Solution. Notons π la projection canonique de S∗ sur ⟨S |R⟩+,
c’est-à-dire sur S∗/≡R. La question est de savoir si φ factorise
par π, c’est-à-dire s’il existe un homomorphisme φ̇ vérifiant φ =
φ̇◦π. Or, notant [w] la classe d’un mot w pour la congruence ≡ en-
gendré par R, si φ̇ existe, la seule définition possible est φ̇([w]) :=
φ(w). Le problème est de savoir si la valeur ainsi définie dépend
seulement de [w] : c’est le cas si, et seulement si, π(w) = π(w′),
c’est-à-dire w ≡ w′, implique φ(w)= φ(w′). !
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Exercice 20.— Démontrer la proposition 2.4.4 : « Supposons
que M est un monoïde engendré par un ensemble S, et que L
est un sous-ensemble de S∗ contenant exactement un élément par
classe de la congruence ∼ telle que M est S∗/∼. Pour w dans S∗,
soit NF(w) est l’unique élément ∼-equivalent à w dans L. Alors M
est isomorphe à (L, ∗,NF(ε)), avec ∗ définie par u ∗ v := NF(uv).
De plus, si NF est calculable, le problème de mot de M vis-à-vis
de S est décidable. ». !

Solution. Notons [w] l’élément de M représenté par un S-mot w.
Alors, par hypothèse, l’application w &→ [w] induit une bijec-
tion ι de L dans M . Alors, pour tous u, v dans L, on a [u] · [v] =
[uv] = [NF(uv)], ce qui est dire que ι est un isomorphisme de (L, ∗)
sur (M, ∗). Enfin, par construction, on a [ε] = 1 = [NF(ε)], et, de
là, NF(ε) est l’élément-unité de (L, ∗).

Si l’application NF est calculable, elle fournit une solution directe
au problème de mot : deux mots u, v représentent le même élément
de M si, et seulement si, on a NF(u) = NF(v). Il suffit donc de
calculer les mots NF(u) et NF(v), et de tester s’ils sont égaux ou
non. !

Exercice 21 (forme normale).— Décrire le monoïde ⟨a, b | ab2 =
ba⟩+ en suivant le canevas de 2.4.5. !

Solution. Soit M := ⟨a, b | ab2 = rba⟩+. Soit ≡ la congruence
engendrée par ab

2 = ba, et posons L := {apbq | p, q # 0}. Par
induction sur la longueur, tout mot est ≡-équivalent à un mot
de L.

Il faut montrer que deux mots distincts de L ne sont pas ≡-
équivalents. Un premier ≡-invariant est I1(w) := |w|a. Définissons
alors I2(w) comme la somme de |w|a (nombre de lettres a dans w)
et, pour chaque lettre b, de 2n où n est le nombre de a à la droite
de la lettre b considérée. Par exemple, on trouve I2(a2baba) =
1 + 1 + 4 + 1 + 2 + 1 = 10. Alors I2 est un ≡-invariant car
on a I2(ab2) = I2(ba) = 3 et, plus généralement, I2(uab2v) =
I2(ubav) pour tous mots u, v : la contribution de a est dans les
deux cas +1, et les contribution sde b

2 et de b sont 2 × 2|v|b . Il
en résulte que deux mots distincts de L sont non ≡-équivalents,
car I1(arbs) = r, et I2(arbs) = r + s.
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Le monoïde M est le produit semi-direct de deux copies de (N,+),
où l’action de la seconde copie sur la premìree est par multipli-
cation par 2, c’est-à-dire que la loi de multiplication est donnée
par arbs · ar

′

b
s′ := a

r+r′
b
s2r

′

+s′ . !

Exercice 22.— Démontrer la proposition 3.1.3 : « Pour tout
ensemble S, le monoïde FS est un groupe, et, en tant que groupe,
il est engendré par [S]. De plus, l’application x &→ [x] est une
injection de S ∪ S dans FS ». !

Solution. Soit w un mot sur S ∪ S, disons w = x1 ···xℓ avec
x1, ..., xℓ dans S ∪ S. Dans FS , on trouve

[w] · [w] = [x1] ··· [xℓ] · [xℓ] ··· [x1]. (0.1)
Or, comme noté plus haut, pour toute lettre x de S ∪ S, on a
[x] · [x] = 1 dans FS : les relations de (3.1) ont été choisies pour
cela. Par conséquent, [xℓ] et [xℓ] s’éliminent, suivis de même de
[xℓ−1] et [xℓ−1], etc., et, finalement, on arrive à [w] · [w] = 1. Le
calcul est semblable pour [w] ·w. De là, [w] est un inverse pour [w],
et FS est un groupe.

Par définition, une partie X engendre un groupe G si G est le plus
petit sous-groupe de G incluant X . Ce dernier étant l’ensemble des
éléments de G qui peuvent s’écrire comme produits d’éléments
de X et d’inverses d’éléments de X , on déduit que X engendre G
si, et seulement si, tout élément de G peut s’écrire comme produits
d’éléments de X et d’inverses d’éléments de X . Ici, tout élément g
de FS est la classe d’un mot sur S ∪ S, disons [x1 ···xℓ] avec
x1, ..., xℓ dans S ∪ S. Par définition, on a g = g1 ··· gℓ avec gi = [s]
si xi est une lettre s de S, et gi = [s]−1 si xi est une lettre s de S.
Donc FS est engendré par [S].

Enfin, soit w un mot vérifiant [w] = [x] avec x dans S ∪ S. Sui-
vant 2.3.4, w est relié à x par une dérivation vis-à-vis des relations
de (3.1). Notons |w|s le nombre de lettres s dans un mot w. Une
induction sur la longueur de la dérivation implique, pour tout
mot w ainsi relié à x,

|w|x = |w|x + 1 et |w|s = |w|s pour s ̸= x dans S ∪ S.

Or, ces égalités ne sont vérifiées par aucune lettre s distincte de x.
L’application s &→ [s], de S ∪ S dans FS , est donc injective. !
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Exercice 23.— Démontrer la proposition 3.1.3 : « Pour toute
application φ de S dans un groupe G, il existe un unique homo-
morphisme φ̂ de FS dans G étendant φ. Il est défini par φ̂(1) := 1,
φ̂(s) := φ(s)−1, et φ̂(w) := φ(x1) ···φ(xℓ) pour w = x1 ···xℓ

avec x1, ..., xℓ ∈ S ∪ S. ». !

Solution. Soit φ une application de S dans un groupe G. On
étend d’abord φ à S ∪ S en posant φ(s) := φ(s)−1 pour s dans S.
Suivant 2.2.1, il existe alors un unique homomorphisme, qu’on
notera ici φ∗, du monoïde (S ∪ S)∗ dans G (vu comme monoïde)
étendant φ. On remarque alors que, pour tout s dans S, on a, par
construction,

φ∗(ss) = φ(s)φ(s) = φ(s)φ(s)−1 = 1 = φ∗(ε),

et φ∗(ss) = φ(s)φ(s) = φ(s)−1φ(s) = 1 = φ∗(ε).

Appliquant 2.2.1 à nouveau, on déduit que φ∗ induit un homo-
morphisme φ̂ du monoïde FS dans G. Cet homomorphisme est
automatiquement un homomorphisme de groupe puisque, pour
tout g dans FS , on a

φ̂(g)φ̂(g−1) = φ̂(gg−1) = φ̂(1) = 1,

donc, nécessairement, φ̂(g−1) = φ̂(g)−1. Enfin, l’unicité de φ̂ vient
de ce que tout homomorphisme ψ du groupe FS dans G étendant φ
doit vérifier ψ(1) := 1, ψ(s) := ψ(s)−1, et ψ(w) := ψ(x1) ···ψ(xℓ)
pour w = x1 ···xℓ avec x1, ..., xℓ ∈ S ∪ S. !

Exercice 24 (groupes cycliques).— (i) Montrer que Z est un
groupe libre à un générateur. (ii) Montrer que Z/nZ n’est pas
libre. !

Solution. (i) Par le définition 3.1.1, le groupe libre monogène est
le monoïde M := ⟨a, A | aA = Aa = 1⟩+, et, par 3.4.5, les mots ré-
duits constituent une (unique) forme normale pour M . Définissons
alors φ : Reda → Z par

φ(ap) := p, φ(ε) := 0, φ(Ap) := −p.

L’application φ est bijective, et elle est un homomorphisme. Neuf
combinaisons sont à considérer en fonction des lettres a, ε, ou A.
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Typiquement, pour a et A, on trouve

φ(ap) ∗ φ(Aq) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

a
p−q pour p > q,

ε pour p = q,

A
q−p pour p < q,

et, partant, φ(ap)∗φ(Aq) = φ(p−q) dans les trois cas. Les huit au-
tres combinaisons sont analogues, et donc φ est un isomorphisme.
Par conséquent, (Z,+) est un groupe libre à un générateur.

(ii) On a [p] = [0], alors que, dans le groupe Z, on n’a pas p = 0 :
il ne peut donc exister d’homomorphisme de Z/pZ sur Z, et la
propriété universelle d’un groupe libre n’est pas respectée. !

Exercice 25 (congruence).— Montrer que, si G est un groupe
et si ≡ est une congruence de monoïde sur G, alors ≡ est une
congruence de groupe, c’est-à-dire qu’elle est nécessairement com-
patible avec l’opération d’inverse. !

Solution. Supposons g ≡ g′. On déduit

g−1 = g−1g′g′
−1

≡ g−1gg′
−1

= g′
−1

,

donc ≡ est compatible avec l’opération d’inverse. !

Exercice 26.— Démontrer la proposition 3.1.7 : « Soit G un
groupe. (i) Si ≡ est une congruence sur G, la classe d’équivalence
de 1 est un sous-groupe distingué H de G, et, pour tous g, g′

dans G, la relation g ≡ g′ équivaut à g−1g′ ∈ H . (ii) Inversement,
si H est un sous-groupe distingué de G, la relation ≡H définie
par g−1g′ ∈ H est une congruence sur G, et H est alors la classe
de 1. ». !

Solution. La démonstration est bien connue.

(i) Soit H la classe de 1 pour ≡. Pour g ≡ 1 et g ≡ 1, on a gh ≡ 1
et h−1 ≡ 1 (voir exercice 25). Donc H est un sous-groupe de G. De
plus, pour g ≡ 1 et h quelconque, on a hgh−1 ≡ hh−1 ≡ 1, donc H
est distingué dans G. Alors, pour tous g, g′, la relation g ≡ g′

équivaut à g−1g ≡ g−1g′, donc à g−1g ≡ 1, soit à g−1g′ ∈ H .

(ii) Soit H un sous-groupe distingué de G, et g, g′, g′′ quelconques
dans G. On a g−1g = 1 ∈ H , donc g ≡H g, et ≡H est réflexive. Si
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on a g−1g′ ∈ H , on a aussi g′−1g = (g−1g′)−1 ∈ H , donc g′ ≡H g,
et ≡H est symétrique. Si on a g−1g′ ∈ H et g′−1g′′ ∈ H , on
a aussi (g−1g′)(g′−1g′′) = g−1g′′ ∈ H , donc g ≡H g′′, et ≡H

est transitive. Ensuite, supposons g ≡H g′, et soient h, h′ quel-
conques dans G. On trouve (hgh′)−1(hg′h′) = h′−1g−1g′h′, et
l’hypothèse que g−1g′ appartient à H et que H est distingué im-
plique que (hgh′)−1(hg′h′) est dans H , donc on a hgh′ ≡H hg′h′.
Donc ≡H est une congruence. Finalement, g ≡H 1 équivaut par
définition à g−1 ∈ H , donc aussi à g ∈ H .

On laisse au lecteur la vérification, très facile, que les deux corres-
pondances sous-groupes distingués ↔ congruences sont inverses
l’une de l’autre. !

Exercice 27 (image et quotient).— Montrer que, si G et G′

sont des groupes, alors il existe un homomorphisme surjectif de G
sur G′ si, et seulement si, il existe une congruence ≡ sur G telle
que G′ est isomorphe à G/≡. !

Solution. Supposons que φ est un homomorphisme surjectif de G
sur G′, et définissons g ≡ g′ par φ(g) = φ(g′). Par définition, ≡
est une relation d’équivalence. Supposons g ≡ g′ et soit h, h′ quel-
conque. Alors on a

φ(hgh′) = φ(h)φ(g)φ(h′) = φ(h)φ(g′)φ(h′) = φ(hg′h′),

donc hgh′ ≡ hg′h′, et ≡ est une congruence. Ensuite, notons [g] la
classe pour ≡ de g. L’application φ : [g] &→ φ(g) est bien définie et
injective car g ≡ g′ équivaut à φ(g) = φ(g′). Elle est surjective car
tout élément de G′ est dans l’image, et elle est un homomorphisme
parce que l’on a φ([gg′]) = φ(gg′) = φ(g) · φ(g′) = φ([g]) · φ([g′]).
Donc G est isomorphe à G/≡.

G
φ

G′

g &→ [g]

G/≡

φ

Réciproquement, supposons que G′ est isomorphe à G/≡, et consi-
dérons φ : g &→ [g]. Par construction, l’application φ de G dans G/≡
est surjective. Et, puisque ≡ est une congruence, φ est un homo-
morphisme de G dans G/≡ : en effet, la conjonction de g ≡ g′ et
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de h ≡ h′ implique gh ≡ g′h ≡ g′h′, donc gh ≡ g′h′, et, par consé-
quent, [g] · [h] = [gh]. Donc il existe un homomorphisme surjectif
de G sur G′. !

Exercice 28.— Montrer le lemme 3.1.9 : « Deux S-mots signés
représentant le même élément de FS ont même évaluation dans
tout groupe incluant S. ». !

Solution. Par définition, pour toute lettre s de S, on a

evalG(ss) = ss−1 = 1 = evalG(ε)

evalG(ss) = s−1s = 1 = evalG(ε).

Appliquant 2.2.6 à l’alphabet S ∪ S et à evalG, on déduit que
evalG induit un homomorphisme bien défini sur ⟨S ∪ S | Sym(S)⟩+,
c’est-à-dire sur FS . !

Exercice 29.— Montrer le lemme 3.1.11 : « Un homomorphisme φ
défini sur un monoïde (S ∪ S)∗ vers un groupe G induit un homo-
morphisme de ⟨S |R⟩ dans G si, et seulement si, on a φ(u) = φ(v)
pour chaque relation u= v de R et chaque relation de groupe li-
bre. ». !

Démonstration. Il suffit d’utiliser le lemme 2.3.9 (exercice 19) :
si G est un groupe engendré par une famille S, les relations de
groupe libre Sym(S) sont automatiquement vérifiées. !

Exercice 30 (groupes présentés).— Reprendre les présenta-
tions de l’exercice 17 et, dans chaque cas, identifier le groupe ⟨S |R⟩
correspondant. !

Solution. (i) Soit ≡ la congruence sur (S ∪S)∗ engendrée par S×{ε},
c’est-à-dire par toutes les relations s=1 pour s dans S, et Sym(S).
Pour toute lettre s, on a s ≡ ss ≡ 1, par s ≡ 1 et par Sym(S). Une
induction sur |w| montre alors w ≡ ε pour tout S-mot signé w. La
relation ≡ n’a donc qu’une seule classe, d’où ⟨S |S∗× {ε}⟩ = {1}.

(ii) Soit ≡ le congruence engendrée, et soit a une lettre fixée de S.
Pour toute lettre s, on a ss ≡ Aa ≡ 1 par Sym(S) puis ss ≡ sa
par les relations, d’où sa ≡ Aa, puis s ≡ saA ≡ AaA ≡ A. Pour tout
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mot w, par induction sur |w|, on a w ≡ a
p si le nombre de lettres

de S dans w est supérieur de p strictement positif au nombre de
lettres de S, et w ≡ ε si le nombre de lettres de S dans w est
égal au nombre de lettres de S, et w ≡ A

q si le nombre de lettres
de S dans w est supérieur de q strictement positif au nombre de
lettres de S. L’application qui, à p dans Z associe a

p pour p >
0, ε pour p = 0, et A

|p| pour p < 0, est surjective sur ⟨S |R⟩
parce que tout mot est ≡-équivalent à un mot ap, ε, ou A

q, et elle
est injective parce que deux mots de longueurs distinctes ne sont
pas ≡-équivalents.

(iii) Soit ≡ la congruence sur {a, b, A, B}∗ engendrée par l’unique
couple (ab, ba). Reprenant l’exercice 16, on montre que w ≡ w′

est vérifié si, et seulement si, w et w′ ont les mêmes valeurs des
différences algébriques |w|a − |w|A et |w|b − |w|B. Soit alors φ l’ap-
plication w &→ (|w|a − |w|A, |w|b − |w|B). Alors φ induit une bi-
jection de {a, b, A, B}∗/≡ sur Z2, et φ(uv) est facilement montré
égal à φ(u)+φ(v) (tout est addtif). De là, φ est un isomorphisme
d’image (Z,+)× (Z,+).

(iv) Soit ≡ la congruence sur {a, A}∗ engendrée par l’unique cou-
ple (ap, ε) et par Sym(a). Par induction sur la longueur de w, on
montre que tout w est ≡-équivalent à ε ou à un mot ar pour r ∈
{1, ..., p−1}. Autrement dit, il est loisible d’ignorer la lettre A.
Alors la suite est identique au cas du monoïde ⟨a | ap = 1⟩+, et on
trouve à nouveau le groupe cyclique Z/pZ.

Soit de même ≡ la congruence sur {a, A}∗ engendrée par l’unique
couple (ap, aq) et par Sym(a). On suppose q > p. Par induction
sur la longueur de w, on montre que tout w est ≡-équivalent à ε
ou à un mot a

r pour r ∈ {1, ..., q−1}, donc il est loisible d’igno-
rer la lettre A. Cette fois, la suite est identique au cas du mo-
noïde ⟨a | ap = a

q⟩+, et on trouve à nouveau la description de
l’exercice 17(iv). !

Exercice 31.— Démontrer la proposition 3.2.2 : « Pour toute
présentation (S,R), le groupe ⟨S |R⟩ est isomorphe à FS/≈R, où
≈R est la congruence sur FS engendrée par les relations [u] = [v]
pour u= v dans R ». !
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Solution. Comme d’habitude, soit ≡ la congruence sur les S-
mots signés engendrée par Sym(S) et soit ≡R celle qui est en-
gendrée par R ∪ Sym(S). On va montrer que w ≡R w′ équivaut
à [w] ≈R [w′]. Supposons d’abord w ≡R w′. Il existe donc une
(R ∪ Sym(S))-dérivation joignant w à w′0, disons (w0, ..., wm).
Dans une telle dérivation, les étapes élémentaires mettent en jeu
soit des relations de Sym(S), soit des relations de R, auquel cas
on écrira →R (« appliquer une relation de R »). Regroupant les
étapes par type, on obtient des indices i0 = 0, j0, i1 = j0 + 1, j1,
..., ip = jp−1 + 1, jp = m vérifiant

w = wi0 ≡ wj0 →R wi1 ≡ wj1 →R ··· →R wip ≡ wjp = w′.

Projetant dans FS , on déduit

[w] = [wi0 ] = [wj0 ] →[R] [wi1 ] = [wj1 ] →[R] ··· →[R] [wip ] = [wjp ] = [w′],

donc [w] ≈R [w′].

Inversement, supposons [w] ≈R [w′]. Il existe donc une [R]-dérivation
de [w] à [w′] dans le groupe FS , disons ([w0], ..., [wp]) avec [w0] = [w]
et [wp] = [w′]. L’égalité [w0] = [w] entraîne w ≡ w0, et [wp] = [w′]
entraîne wp ≡ w′. Ensuite, pour 0 " k < p, on a [wk] →[R] [wk+1] :
par définition, cela signifie qu’il existe des S-mots signés uk et vk
vérifiant wk ≡ uk →R vk ≡ wk+1. Alors la suite

(w,w0, w1, u1, v1, w2, ..., wp−1, up−1, vp−1, wp, w
′)

est une (R ∪ Sym(S))-dérivation de w à w′, et on déduit w ≡R w′.

De là, on déduit que le monoïde-quotient (S ∪ S)∗/≡R, c’est-à-
dire le groupe ⟨S |R⟩, est isomorphe au groupe-quotient FS/≈R.

!

Exercice 32.— Démontrer la proposition 3.2.4 : « Un groupe G
engendré par un ensemble S est un quotient du groupe ⟨S |R⟩ si,
et seulement si, toutes les relations de R sont vérifiées dans G. ».

!

Solution. Par 2.3.8, le groupe G vu comme monoïde est quotient
du monoïde ⟨S ∪ S |R ∪ Sym(S)⟩+ si, et seulement si, les relations
de R et celles de Sym(S) sont vérifiées dans G. Puisque G est un
groupe, les relations de Sym(S) sont vérifiées par hypothèse, et il
ne reste que celles de R. !
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Exercice 33.— Montrer la proposition 3.2.5 : « Supposons que
G est un groupe engendré par un sous-ensemble S, que R est une
liste de relations vérifiées dans G, et qu’il existe un ensemble E
de S-mots signés tels que

(i) tout S-mot signé est R-équivalent à un mot de E,
(ii) l’application evalG est injective sur E.

Alors G admet la présentation ⟨S |R⟩. ». !

Solution. Soit ≡ la congruence sur les S-mots signés telle que le
groupe ⟨S |R⟩ est (S ∪ S)∗/≡, et, de même, soit ∼ la congruence
telle que ⟨S |R⟩ est (S ∪ S)∗/∼. Puisque les relations de R sont
vérifiées dans G, la relation w ≡ w implique w ∼ w′ (et donc G
est quotient de ⟨S |R⟩). Inversement, supposons w ∼ w′. Par (i), il
existe w0 et w′

0 dans E vérifiant w ≡ w0 et w′ ≡ w′
0. Puisque ≡ est

incluse dans ∼, on a également w ∼ w0 et w′ ∼ w′
0, donc w0 ∼ w′

0.
Par (ii), on déduit w0 = w′

0, et, de là, w ≡ w0 = w′
0 ≡ w′, d’où

w ≡ w′. Par conséquent, les congruences ≡ et ∼ coïncident, et G
et ⟨S |R⟩ sont isomorphes. !

Exercice 34.— Sur le modèle de l’algorithme 5, donner une so-
lution au problème de mot pour le groupe présenté ⟨a, b | ab=ba⟩.

!

Solution. Il suffit de remplacer le nombre de a dans le mot w
considéré par la différence algébrique |w|a − |w|A et, de même, le
nombre de b dans w par la différence algébrique |w|b − |w|B. Voici
une proposition :

Algorithme : Problème de mot pour ⟨a, b | ab=ba⟩

Entrée : un mot signé w dans {a, b, A, B}∗

Sortie : oui si w représente 1 dans ⟨a, b | ab=ba⟩, non sinon
1 : poser p := |w|a − |w|A
2 : poser q := |w|b − |w|B
3 : si p = 0 et q = 0 alors
4 : renvoyer oui
5 : sinon
6 : renvoyer non

!
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Exercice 35.— Démontrer le lemme 3.4.3 : « Tout mot de (S ∪
S)∗ se réduit à un unique mot réduit ». !

Solution. On va établir par induction sur ℓ # 0 la propriété

(Pℓ)
Si on a w →∗ w′ et w →∗ w′′ avec w′ réduit

et |w|− |w′| = 2ℓ, alors a w′′ →∗ w′.
Supposons d’abord ℓ = 0. On a donc w′ = w, donc w est réduit, et,
de là, w →∗ w′′ entraîne w′′ = w, d’où, trivialement, w′′ →∗ w′.

Supposons maintenant ℓ > 0. Soit w → w′
1 →∗ w′ une réduction

de w à w′. Si on a w′′ = w, alors w′′ →∗ w′ est vérifié par hypo-
thèse. Sinon, soit w → w′′

1 →∗ w′′ une réduction de w à w′′. Si
les mots w′

1 et w′′
1 coïncident, on a w′

1 →∗ w′ et w′
1 →∗ w′′ avec

w′ réduit et |w′
1| − |w′| = 2ℓ − 2, et (Pℓ−1), qui est vérifiée par

hypothèse d’induction, entraîne w′′ →∗ w′.

Reste le cas w′
1 ̸= w′′

1 . Ceci ne peut se produire que on a réduit
deux facteurs différents pour aller de w à w′

1 et de w à w′′
1 . Deux

cas sont possibles a priori. Ou bien les deux facteurs réduits se
chevauchent, auquel cas ils sont nécessairement du type ss et ss
avec la lettre s en commun, et il existe alors deux mots x et y
vérifiant w = xsssy, menant à w′

1 = xsy = w′′
1 , qui contredit

l’hypothèse w′
1 ̸= w′′

1 .

Ou bien, et c’est le seul cas restant, les deux facteurs réduits ne
se chevauchent pas. Il existe alors deux lettres s, t de S ∪ S et des
mots x, y, z vérifiant w = xssyttz, w′

1 = xyttz, et w′
2 = xssyz,

ou vice versa. On a alors w′
1 → xyz et w′′

1 → xyz. Puisqu’on a
w′

1 →∗ w1 et w′
1 → xyz avec w1 irreductible et |w′

1|− |w′| = 2ℓ−2,
la propriété (Pℓ−1), qui est vérifiée par hypothèse d’induction,
entraîne xyz →∗ w′. Par transitivité, on en déduit w′′

1 →∗ w′. Mais
alors, on a w′′

1 →∗ w′ et w′′
1 → w′′ avec w′ irreductible et |w′′

1 | −
|w′| = 2ℓ − 2, un nouvel appel à l’hypothèse d’induction (Pℓ−1)
donne w′′ →∗ w′, comme escompté.

Oubliant l’indice ℓ dans (Pℓ), on déduit que, si on a w →∗ w′

et w →∗ w′′ avec w′ réduit, alors on a w′′ →∗ w′. L’unicité cher-
chée en résulte. En effet, supposons que l’on a à la fois w →∗ w′

et w →∗ w′′ avec w′ et w′′ réduits. Par ce qu’on vient de voir, on
doit avoir w′′ →∗ w′. Puisque w′′ est réduit, la seule possibilité
est w′′ = w′. !
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Exercice 36.— Démontrer la proposition : « Les mots réduits
forment une forme normale pour FS ». !

Solution. Notons ≡ la congruence sur le monoïde (S ∪ S)∗ en-
gendrée par les relations de (3.1). Il s’agit de montrer que chaque
classe d’équivalence pour ≡ contient un et un seul mot réduit.

D’abord, par définition, on a ss ≡ ε et ss ≡ ε pour toute lettre s,
d’où il résulte que w → w′, puis, par une induction immédiate,
w →∗ w′ entraînent w ≡ w. Par conséquent, les réductions se
passent sans changer de classe d’équivalence et, puisque tout mot
se réduit à un mot réduit, toute classe d’équivalence contient au
moins un mot réduit. Le point est de montrer qu’elle n’en contient
qu’un seul.

Pour cela, notons w ∼ w′ pour red(w) = red(w′), où red est la
fonction introduite en 3.4.4. Alors ∼ est une relation d’équivalence
sur (S ∪ S)∗. On va maintenant montrer que c’est même une con-
gruence, c’est-à-dire qu’elle est compatible avec le produit à gau-
che et à droite. Supposons donc u ∼ u′ et v ∼ v′. On a alors uv →∗

red(u)red(v), donc, par 3.4.3, red(uv) = red(red(u)red(v)) et, de
même, red(u′v′) = red(red(u′)red(v′)), d’où red(uv) = red(u′v′),
soit uv ∼ u′v′.

De plus, on a red(ss) = red(ss) = ε = red(ε), soit ss ∼ ε et
ss ∼ ε pour toute lettre s de S. Donc ∼ est une congruence
sur (S ∪ S)∗ qui contient toutes les paires (ss, ε) et (ss, ε). Puisque
≡ est la plus petite des congruences ayant ces propriétés, on déduit
que ∼ inclut ≡, c’est-à-dire que w ≡ w′ entraîne w ∼ w′, soit
red(w) = red(w′). Par conséquent, une classe d’équivalence pour ≡
ne contient qu’un seul mot réduit. !

Exercice 37 (groupe présenté).— Montrer que le groupe ⟨S |R⟩
est quotient du groupe libre FS par le sous-groupe distingué en-
gendré par les éléments red(u−1v) pour u = v relation de R. !

Solution. Soit ≡ la congruence telle que ⟨S |R⟩ est FS/≡, et soit H
le sous-groupe distingué engendré par les éléments red(u−1v)
pour u= v relation de R. Par induction sur la longueur ℓ d’une
dérivation de g à g′, on montre que g−1g′ appartient à Hℓ, donc
à H , autrement dit que g ≡ g′ implique g−1g′ ∈ H .
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Inversement, g−1g′ ∈ H implique l’existence d’une suite finie
d’éléments de la forme h−1

i red(u−1
i vi)hi avec ui= vi relation de R

dont g−1g′ est le produit : pour chaque relation ui= vi de R, on a

red(ui) ≡ ui ≡ vi ≡ red(vi),

et, par conséquent, red(u−1
i vi) ≡ 1, et, par suite, h−1

i red(u−1
i vi)hi ≡

1, et, par produit, g−1g′ ≡ 1, soit g ≡ g′.

On remarque en outre que, par la proposition 3.1.7 (exercice 26), le
sous-groupeH coïncide avec le sous-groupe canoniquement associé
à la congruence ≡. !

Solutions aux exercices du chapitre III

Exercice 38 (inverse).— Montrer que l’élément-unité 1 est le
seul élément inversible de B+

n pour tout n "∞. !

Solution. Soit a ̸= 1 dans B+
n . Pour tout élément b, on a alors

|ab| = |a|+ |b| # |a| > 0, donc ab ̸= 1, ce qui montre que a n’a pas
d’inverse dans B+

n . !

Exercice 39 (problème de mot).— Écrire la solution ci-dessus
sous la forme d’un algorithme en pseudo-code. !

Solution. Le principe est de construire exhaustivement la classe
d’équivalence [w]+ de w par saturation de l’application des re-
lations de tresse, indépendamment du mot w′, et de finalement
tester si w′ appartient à [w]+. On remarque que, étant donné que
le nombre de mots de tresse de BW+

n de longueur ℓ est fini et égal
à (n−1)ℓ, le nombre d’étapes menant à la saturation est borné
par (n−1)ℓ, correspondant à une simple boucle pour sans qu’il
soit besoin d’une boucle tant que.

Pour u, v mots de tresse positifs, notons u → v s’il existe une
relation de tresse s’appliquant à u et dont le résultat est v (il n’y
a pas unicité en général : plusieurs applications d’une relation de
tresse à u sont possibles). Une proposition d’implémentation est :
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Algorithme : Problème de mot pour B+
∞

Entrée : deux mots w,w′ de BW+

∞

Sortie : oui si w et w′ représentent
le même élément de B+

∞, non sinon
1 : choisir n tel que w ∈ BW+

n

2 : poser ℓ := |w| et m := (n−1)ℓ

3 : poser C := {w}
4 : pour k := 1 à m faire
5 : poser C := C ∪ {v ∈ BW+

n | u ∈ C et u → v}
[à ce stade, C est la classe d’équivalence complète de w]

6 : si w′ ∈ C alors
7 : renvoyer oui
8 : sinon
9 : renvoyer non

!

Exercice 40 (décalage).— (i) Montrer que l’application σi &→ σi+1

imduit un endomorphisme dec+ de B+
∞ dans lui-même. (ii) Mon-

trer que dec+ est injectif, mais non surjectif. !

Solution. (i) Si (u, v) est une paire de mots de tresse de la
forme (σiσi+1σi,σi+1σiσi+1) ou (σiσj ,σjσi) avec |i − j| # 2, il en
est de même de (dec+(u), dec+(v)). Il en résulte, par induction
sur le nombre de relations de tresse mis en jeu, que u ≡+ v im-
plique dec+(u) ≡+ dec+(v). Par II.2.2.1, il s’ensuit que dec+ induit
un endomorphisme de B+

∞.

(ii) Par construction, σ1 n’est pas dans l’image de dec+.

D’un autre côté, soit BW+

!2 l’ensemble des mots de tresse posi-
tifs dont σ1 est absent et, pour w dans BW+

!2, soit f(w) l’image
de w par σi &→ σi−1. Comme ci-dessus mutatis mutandis, w ≡+ w′

implique f(w) ≡+ f(w′). Supposons alors dec+(u) ≡+ dec+(v).
Par construction, dec+(u) et dec+(v) appartiennent à BW+

!2, et
on a u = f(dec+(u)) ≡+ f(dec+(v)) = v. !

Exercice 41 (groupe envelopant).— (i) Montrer que, pour
toute présentation de monoïde (S,R), l’identité de S induit un
homomorphisme ι du monoïde ⟨S |R⟩+ dans le groupe ⟨S |R⟩. (ii)
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Montrer qu’alors tout homomorphisme de ⟨S |R⟩+ vers un groupe
se factorise par ι. !

Solution. (i) Toutes les relations de R étant satisfaites dans ⟨S |R⟩,
il résulte de 2.3.8 que l’identité de S induit un homomorphisme ι
du monoïde ⟨S |R⟩+ dans le groupe ⟨S |R⟩.

(ii) Soit φ un homomorphisme du monoïde ⟨S |R⟩+ vers un grou-
pe G. Notons ≡+ et ≡ les congruences mises en jeu. Pour voir
que φ se factorise par ⟨S |R⟩, il suffit de montrer que [g] = [g′],
c’est-à-dire g ≡ g′, implique φ(g) = φ(g′). Or, si on a g ≡ g′, il
existe une R ∪ Sym(S)-dérivation de g à g′. Dans le cas d’une
seule relation, dans le cas de R, on a φ(g) = φ(g′) par hypothèse,
et, dans le cas de Sym(S) et pour g = hssh′ et g′ = hh′ (et autres
cas analogues), on a, parce que φ est à valeurs dans un groupe,

φ(g) = φ(hssh′) = φ(h)φ(s)φ(s)−1φ(h′) = φ(hh′) = φ(g′).

Par induction sur la longueur d’une dérivation de g à g′, on déduit
que g ≡ g′ implique φ(g) = φ(g′).

⟨S |R⟩+
φ

G

[g]+ &→ [g]

⟨S |R⟩

φ

!

Exercice 42 (non-plongement).— Soit M le monoïde présen-
té ⟨a, b, c | ab = ac⟩+ et G le groupe présenté ⟨a, b, c | ab = ac⟩.
Montrer que M ne se plonge pas dans G. [Indication : Montrer
que, dans le groupe, on a b = c, alors que, dans le monoïde,
on a b ̸= c.] !

Solution. Dans le groupe G, on a ab = ac, donc b = c, alors
que, dans le monoïde M , on n’a pas l’égalité b = c, et le mor-
phisme induit par l’identité sur {a, b, c} n’est pas injectif. En effet,
notant ≡+ et ≡ les congruences de monoïde et de groupe impli-
quées, on obtient b ≡ a

−1
ab ≡ a

−1
ac ≡ c, tandis que b ≡+

c

est faux puisqu’aucune dérivation ne s’applique ici aux mots de
longueur un. !
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Exercice 43 (simplifiable).— Montrer qu’un monoïde libre est
simplifiable. !

Solution. Soit S∗ le monoïde libre engendré par S. Il suffit, par
induction sur la longueur du mot à simplifier sur la gauche, de
montrer que, pour toute lettre de S et tous mots u, v de S∗, la
relation su = sv implique u = v. Or, u est le suffixe de lon-
gueur |su|− 1 du mot su, et v est le suffixe de longueur |sv| − 1
du mot sv : l’hypothèse su = sv implique donc u = v. L’argument
est symétrique à droite. !

Exercice 44 (automorphisme).— Montrer que, pour tout a
dans B+

n , on a a∆n = ∆nφn(a). !

Solution. Le lemme 1.3.6 donne le résultat pour a de longueur 1.
Pour le cas général, on procède par induction sur la longueur de a.
Supposant a = bσi, on obtient

a∆n = bσi∆n = b∆nσn−i par (1.13)

= ∆nφn(b)σn−i par hypothèse d’induction

= ∆nφn(a). !

Exercice 45 (mots ∂n(σi)).— Déterminer les mots ∂4(n)σi
pour n # 5 et i < n. !

Solution. Mis à part les premières valeurs, les mots ∂n(σi) ne sont
pas uniques. On va calculer ici les valeurs issues de la démonstra-
tion inductive de 1.3.7. Pour commencer, on trouve ∆3 := σ1σ2σ1,
impliquant directement ∂3(σ1) := σ2σ1 et ∂3(σ2) := σ1σ2 (valeurs
uniques).

Supposons n := 4, et d’abord i " 2. La démonstration donne alors
la solution ∂4(σi) := ∂3(σi)σ4,1, soit

∂4(σ1) := σ2σ1 · σ3σ2σ1 = σ2σ1σ3σ2σ1,
∂4(σ2) := σ1σ2 · σ3σ2σ1 = σ1σ2σ3σ2σ1.

D’un autre côté, supposons i := 3. Soit dec(∆3) le mot obtenu
à partir de ∆3 en décalant tous les indices des générateurs σi
de +1, à savoir σ2σ3σ2. La démonstration donne maintenant la
solution ∂4(σ3) := σ3,1dec(∆3), soit

∂4(σ3) := σ2σ1 · σ2σ3σ2 = σ2σ1σ3σ2σ1.
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Le cas n := 5 est similaire. Pour i " 3, on trouve
∂5(σ1) := ∂4(σ1)σ5,1 = σ2σ1σ3σ2σ1σ4σ3σ2σ1,
∂5(σ2) := ∂4(σ2)σ5,1 = σ1σ2σ3σ2σ1σ4σ3σ2σ1,
∂5(σ3) := ∂4(σ3)σ5,1 = σ2σ1σ3σ2σ1σ4σ3σ2σ1,

et, pour i := 4, on trouve
∂5(σ4) := σ4,1dec(∆4) = σ3σ2σ1σ2σ3σ4σ2σ3σ2. !

Exercice 46 (décalage).— Montrer la compatibilité entre l’en-
domorphisme dec+ du monoïde B+

∞ et l’endomorphisme dec du
groupe B∞. !

Solution. Par 3.1.1 , le plongement ι de B+
∞ dans B∞ est injectif,

et tout est immédiat : pour a dans B+
∞, on a ι(dec+(a)) = dec(a).

Il n’y a donc pas de risque à identifier dec+ à la restriction de dec
à B+

∞. !

Exercice 47 (centre).— (i) Montrer que, pour tout n, l’élé-
ment ∆2

n est central dans le monoïde B+
n (c’est-à-dire commute

avec tout élément). (ii) Montrer qu’un élément g de Bn est central
si, et seulement si, il s’écrit ∆2m

n a avec a central dans B+
n . !

Solution. (i) Pour 1 " i " n−1, (1.13) implique

σi∆
2
n ≡+ ∆nσn−i∆n ≡+ ∆2

nσn−(n−i) = ∆2
nσi,

d’où σi∆
2
n = ∆2

nσi dans B+
n : ainsi, ∆2

n commute avec σ1, ...,σn−1.
De là, ∆2

n commute avec tout élément de B+
n , puisque tout tel

élément est un produit fini d’éléments de {σ1, ...,σn−1}.

(ii) On vient de voir que ∆2
n est central dans B+

n . De là, il est
central dans Bn, puisque Bn est groupe de fractions de B+

n . Donc
la condition est suffisante. Inversement, supposons que g est cen-
tral dans Bn. Par 3.1.7, il existe m dans Z et a dans B+

n véri-
fiant g = ∆2m

n a : la démonstration de 3.1.7 montre qu’il est loi-
sible de choisir un exposant de ∆n pair puisque, si ∆m

n a est une
expression de g, alors ∆m−1

n (∆na) en est une autre.

Soit alors b quelconque dans B+
n . On a donc ∆2

nab = b∆2
na,

d’où ∆2
nab = ∆2

nba, puis ab = ba, ce qui montre que a est central
dans B+

n . !
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Exercice 48 (automorphisme).— Montrer que σi &→ σn−i

s’étend en un automorphisme du monoïde B+
n , puis en un au-

tomorphisme du groupe Bn, lequel est l’automorphisme intérieur
associé à la conjugaison par ∆n. !

Solution. Notons φ+n l’involution de BW+

n qui remplace tout gé-
nérateur σi par σn−i. Par appel direct au lemme 1.1.9, φ+n induit
un automorphisme involutif de B+

n .

Soit g dans Bn. Il existe a, b dans B+
n vérifiant g = ab−1. Défi-

nissons alors φn(g) par φn(g) := φ+n (a)φ
+
n (b)

−1. La définition fait
sens. En effet, la décomposition fractionnaire n’est pas unique,
mais g = ab−1 = a′b′−1 équivaut à l’existence de c, c′ dans B+

n

vérifiant ac = a′c′ et bc = b′c′ (voir démonstration du théorème
de Ore). Alors supposons g = ab−1 = a′b′−1. Il existe c, c′ véri-
fiant ac = a′c′ et bc = b′c′. On déduit φ+n (a)φ

+
n (c) = φ+n (a

′)φ+n (c
′)

et φ+n (b)φ
+
n (c) = φ+n (b

′)φ+n (c
′), puis φ+n (a)φ

+
n (b)

−1 = φ+n (a
′)φ+n (b

′)−1.

Ensuite, φn est involutif, donc bijectif. Soient g, h dans B+
n . Il

existe a, b, c, d dans B+
n vérifiant g = ab−1 et h = cd−1. On a

alors gh = aef−1d−1 où be = cf . Il vient

φn(gh) = φ+n (a)φ
+
n (e)φ

+
n (f)

−1φ+n (b)
−1,

φn(g)φn(h) = φ+n (a)φ
+
n (b)

−1φ+n (c)φ
+
n (b)

−1.

Comme be = cf implique φ+n (b)φ
+
n (e) = φ+n (c)φ

+
n (f), le rappro-

chement des égalités ci-dessus implique φn(gh) = φn(g)φn(h),
et φn est automorphisme de Bn.

Enfin, par 1.3.6, on a g∆n = ∆nφn(g) quand g est un unique
générateur σi, et, par conséquent, quand g est quelconque dans Bn

car φn est un homomorphisme. On déduit φn(g) = ∆−1
n g∆n.

Remarque : Au lieu de prolonger φ+n en revenant au fait que Bn est
groupe de fractions de B+

n , on pourrait raisonner directement au
niveau de Bn : par 1.3.6, l’automorphisme intérieur associé à ∆n

envoie σi sur σn−i, et il coïncide nécessairement avec φn. !

Exercice 49 (pas de grille).— Montrer qu’il n’existe pas de
grille de source (a, bc) vis-à-vis de la présentation

⟨a, b, c | aba = bab, bcb = cbc, cac = aca⟩+.

!
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Solution. On note que, comme avec la présentation de B+

4 , il y a
exactement une relation du type s... = t... pour chaque paire de
lettres. Donc, pour tout couple de mots (u, v), soit il existe une
unique grille de source (u, v), soit une telle grille n’existe pas.

Cherchons une éventuelle grille de source (a, bc), c’est-à-dire consi-
dérons le retournement de Abc :

b c

a

b a

a

b

c a

a

c

c b

b

c

a b

b

a

a c

c

ab
c

c
b

... et on est entré dans une boucle infinie : le motif Abc réapparaît.
Précisément, si on pose u := bacbac et v := acbacb, on obtient
Abc ! u(Abc)v, et par suite, pour tout k,

Abc ! uk(Abc)vk :

il est clair que le processus ne se termine pas. Il n’existe donc pas
de grille de source (a, bc).

Ainsi, on pourra remarquer que des modifications de présentation
paraissant mineures ont pour résultat des comportements très dif-
férents de la relation de retournement : on rappelle que, pour la
présentation de B+

4 , le retournement se termine toujours en temps
fini, par exemple Abc ! bacbCBA. !

Exercices du chapitre IV

Exercice 50 (pgcd).— Montrer que toute famille non vide (finie
ou infinie) de tresses positives admet un pgcd à gauche. !

Solution. Soit S une famille non vide de tresses. Soit X l’en-
semble des diviseurs à gauche de tous les éléments de S. Comme 1
est dans X , l’ensemble X n’est pas vide. Soit alors a un élément
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de longueur maximale dans X , et b quelconque dans X . Les élé-
ments a et b ont un ppcm à droite, disons ab′ = ba′ = c. Par cons-
truction, c appartient à X : pour tout s dans S, on a a $ s et b $ s,
donc c $ s. Par maximalité de la longueur, on a alors |c| " |a|,
qui implique c $ a, c’est-à-dire c = a. Autrement dit, on a b $ a
pour tout b dans X . Par définition, cela signifie que a est pgcd à
gauche de toute la famille S. !

Exercice 51.— Démontrer le résultat : « Pour tout n "∞, deux
éléments quelconques de B+

n admettent un unique ppcm à gauche,
et un unique pgcd à droite. ». !

Solution. On utilise l’antiautomorphisme˜de III.1.1.8. Soient a, b
quelconques dans B+

∞. Les éléments ã et b̃ ont un pgcd à gauche c,
ce qui signifie que l’on a

ã $ c, b̃ $ c et ∀x ∈ B+
∞ ((x $ a)& (x $ b) ⇒ x $ c).

Utilisons $̃ pour la relation de divisibilité à droite : a $̃ b est vraie
s’il existe x vérifiant xa = b. Alors, a $ b implique ã $̃ b̃, et les
relations qui précèdent impliquent

a $̃ c̃, b $ c̃ et ∀x ∈ B+
∞ ((x $̃ ã)& (x $̃ b̃) ⇒ x $̃ c̃),

le point étant que l’application˜ est surjective sur B+
n . Mais alors,

par définition, c̃ est ppcm à droite de a et b.

L’argument pour les ppcm à gauche est similaire. !

Exercice 52 (calcul pgcd).— (i) Soient a, b quelconques dans B+
∞.

Soit ad = bc le ppcm à droite de a et b, puis ed = fc le ppcm à
gauche de c et d. Montrer qu’il existe g vérifiant a = ge et b = gf ,
et que g est le pgcd à gauche de a et b.

(ii) En déduire un algorithme fondé sur la procédure de retourne-
ment de III.3.2.4 pour calculer le pgcd dans B+

∞. !

Solution. (i) On a ad = bc, donc ad = bc est un multiple commun
à gauche de c et de d. D’autre part, ed = fc est le ppcm à gauche
de c et de d. Par définition du ppcm à droite, ad est un multiple
à gauche de cd : il existe g vérifiant ad = ged. Par simplifiabilité à
droite, on déduit a = ge. D’autre part, on a bc = ad = ged = gfc,
d’où b = gf .
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Par construction, g est un diviseur à gauche commun à a et b.
D’autre part, supposons x $ a et x $ b, soit a = xy et b = xz.
On déduit xyd = ad = bc = xzc. L’élément yd, qui est aussi zc,
est un multiple commun à gauche à c et d, donc yd = zc est un
multiple à gauche de ed = fc. Par conséquent, x est un diviseur
à gauche de g, et g est le pgcd à gauche de a et b.

d

b

a c
f

e

g
x

y

z

(ii) Faisons appel à la procédure de retournement à gauche sy-
métrique au retournement à droite. Alors uv se retourne à droite
en v′u′ si, et seulement si, ṽ ũ se retourne à gauche en ũ′ṽ′, et les
deux procédures sont entièrement symétriques l’une de l’autre.

Alors, a et b étant deux éléments quelconques de B+
∞, par cons-

truction, un premier retournement à droite de ab aboutit à dc.
Puis un retournement à gauche de dc aboutit à ed. Finalement,
un retournement à gauche de ae aboutit à g. !

Exercice 53 (centre).— (i) Appelons quasi-central un élément a
de B+

n vérifiant ∀b ∈ B+
n ∃c ∈ B+

n (ba = ac). Montrer que tout
élément ∆m

n est quasi-central.

(ii) Inversement, montrer que, si a est quasi-central dans B+
n et

que l’on a σi $ a, alors on a aussi σj $ a pour |i − j| = 1.

(iii) En déduire que, si a est quasi-central, il est multiple à droite
de ∆n, puis que a est une puissance de ∆n.

(iv) En déduire que, pour n # 3, le centre de B+
n est le sous-

monoïde engendré par ∆2
n, puis, en utilisant l’exercice 47, que le

centre de Bn est le sous-groupe engendré par ∆2
n. !

Solution. (i) On a déjà observé que, pour toute tresse b dans B+
n et

tout entier m, on a b∆m
n = ∆m

n φ
m
n (b), donc ∆m

n est quasi-central.

(ii) Supposons a quasi-central et σi $ a. Soit j := i ± 1. Par
définition, il existe c vérifiant σjσia = ac. Puisque ac est multiple
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à droite de σi et de σjσi, il est multiple à droite de leur ppcm à
droite, qui est σjσiσj . On a donc σiσjσj $ σjσia, donc σj $ a.

(iii) Supposons a quasi-central avec a ̸= 1. Il existe au moins
un entier i vérifiant σi $ a. Par (ii), on déduit de proche en
proche σj $ a pour tout j dans {1, ..., n−1}. Donc a doit être
multiple à droite du ppcm à droite de σ1, ...,σn−1, qui est ∆n.
Écrivons a = ∆na′. Alors a′ est quasi-central. En effet, soit b
quelconque. Il existe c vérifiant φn(b)∆na′ = ∆na′c, soit ∆nba′ =
∆na′c, donc ba′ = a′c. Une induction sur ℓ montre alors que, si a
est quasi-central de longueur ℓ, alors il existe m tel que a est ∆m

n .

(iv) Un élément central est quasi-central. Il ne reste donc qu’à re-
garder quelles puissances de ∆n sont centrales dans B+

n . Pour n # 3,
on a σ1∆n = ∆nσn−1 ̸= ∆nσ1, donc ∆n n’est pas central. En re-
vanche, on a déjà vu que ∆2

n est central, et le centre de B+
n est

donc {∆2m
n | m # 0}. Ensuite, suivant l’exercice MOZCentre,

un élément g de Bn est central si, et seulement si, il s’écrit ∆2m
n a

avec a central dans B+
n . On déduit donc que le centre du groupe Bn

est {∆2m
n | m ∈ Z}. !

Exercice 54 (ppcm itéré).— Donner une démonstration directe
du résultat général : « Si a, b, c sont des éléments d’un monoï-
de M simplifiable à gauche, et si l’on a ab′ = ba′ = ppcm(a, b)
et a′c′ = ca′′ = ppcm(a′, c), alors ppcm(a, bc) existe et on a
ppcm(a, bc) = ab′c′ = bca′′ ». !

Solution. On lit d’abord ab′c′ = ba′c′ = bca′′, d’où a(b′c′)= (bc)a′′.

Supposons ay = (bc)x. Puisque ba′ est ppcm à droite de a et b,
il existe z vérifiant ay= bcx= ba′z, d’où a′z = cx en simplifiant b
à gauche. Puisque a′c′ est ppcm à droite de a′ et c, il existe z′

vérifiant a′z = a′c′z′, d’où ay = ba′z = ba′c′z′, et ab′c′ $ ay.
Donc ab′c′ est ppcm à droite de a et bc.

b′ c′

b c

a a′ a′′

x

y
z

z′

!
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Exercice 55 (forme normale).— Déterminer la forme normale
de σk

1 , de ∆k
n, de σ1σ2, et de σ2

1 σ
2
2 . !

Solution. La forme normale de σk
1 est (σ1, ...,σ1), avec k termes,

car c’est une décomposition de σk
1 et elle est normale.

De même, la forme normale de ∆k
n, est (∆n, ...,∆n), avec k termes :

c’est une décomposition de ∆k
n et elle est normale.

La forme normale de σ1σ2 est (σ1σ2), car σ1σ2 est simple.

Enfin, la forme normale de σ2
1 σ

2
2 est (σ1,σ1σ2,σ2), de longueur 3,

car (σ1,σ1σ2,σ2) est une décomposition de σ2
1 σ

2
2 , les tresses σ1, σ1σ2

et σ2 sont simples, on a T (σ2
1 σ

2
2 ) = σ1, et T (σ1σ

2
2 ) = σ1σ2. !

Exercice 56 (algorithme).— Écrire le pseudocode du calcul de
la forme normale sur B+

n tel que basé sur la définition inductive
directe. !

Solution. On note concat(S, T ) la concaténation de deux suites
finies S et T . Par ailleurs, on définit retournement(w) comme
le résultat du retournement (à droite) du mot w. De la sorte, si
on a u $ v, disons v ≡+ uu′, on a retournement(uv) ≡+ u′ :
le retournement détermine le quotient à gauche. Voici alors une
proposition :

Algorithme : Forme normale sur B+
n

Entrée : un mot w de BW+

n

Sortie : la forme normale de [w]+

1 : poser S := ()
2 : tant que w ̸= ε faire
3 : poser a := T (w) (= pgcd(a,∆n))
4 : poser S := concat(S, (a))
5 : poser w := retournement(aw)
6 : renvoyer S

On notera que la boucle est tant que, mais la condition a ̸= ε
garantit que le nombre d’itérations est borné par |w|. !
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Exercice 57 (normalité).— Montrer que (s1, s2) est normale si,

et seulement si, s1σi n’est simple pour aucun diviseur à gauche σi
de s2. !

Solution. Par 2.2.6, (s1, s2) est normale si, et seulement si,

pgcd(∂ns1, s2,) est trivial, ce qui équivaut au fait que, pour tout di-

viseur à gauche σi de s2, on a σi ̸$ ∂ns1, équivalent à s1σi ̸$ s1∂ns1,

donc à s1σi ̸$ ∆n. Comme s1 est simple, s1σi ̸$ ∆n équivaut à la

non-simplicité de s1σi. !

Exercice 58 (multiplication par ∆e
n).— Montrer que, si la

forme ∆n-normale d’une tresse g est (∆m
n | s1, ..., sd), alors, pour

tout entier relatif e, celle de ∆e
ng est (∆m+e

n | s1, ..., sd). !

Solution. La suite (∆p+e
n | s1, ..., sd) satisfait les conditions pour

être une suite ∆-normale dès que (∆p
n | s1, ..., sd) le fait, et elle

fournit une décomposition de ∆e
ng dès que (∆p

n | s1, ..., sd) fournit

de décomposition de g. Par unicité de la forme ∆n-normale, il en

résulte que (∆p+e
n | s1, ..., sd) est la forme ∆n-normale de ∆eg. !

Exercice 59 (algorithme).— Écrire le pseudocode d’un algo-

rithme déterminant la forme ∆n-normale d’une tresse de Bn en

introduisant les deux procédures de multiplication de division à

gauche par un simple. !

Solution. Pour s, t simples, notons DécNormale(t, s) l’unique cou-

ple normal (s′, t′) vérifiant ts = s′t′, déterminé par s′ := T (ts)

et ts = s′t′. Voici alors une proposition :
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Algorithme : forme ∆n-normale dans Bn

Entrée : un mot signé w dans BWn

Sortie : la forme ∆n-normale (m |S) de la tresse [w]
1 : poser (m |S) := (0 | )
2 : pour p décroissant de |w| à 1 faire
3 : si Positif(w(p)) alors
4 : S := MultGauche∆(m,S,w(p))
5 : sinon
6 : S := DivGauche∆(m,S,w(p))
7 : supprimer la dernère lettre de w
8 : tant que DernierTerme(S) = 1 faire
9 : supprimer DernierTerme(S)

10 : renvoyer S

Fonction MultGauche∆((m,S) : suite∆n-normale, t : tresse simple)
1 : poser t′ := φm

n (t)
2 : poser S′ := ()
3 : pour k croissant de 1 à |S| faire
4 : poser (s, t) := DécNormale(t, S(k))
5 : poser S′ := concat((s), S′)
6 : poser S′ := concat(S′, (t))
7 : si S′(1) ̸= ∆n alors
8 : renvoyer (m |S′)
9 : sinon

10 : renvoyer (m+1 |Suite(S′))

Fonction DivGauche∆((m,S) : suite∆n-normale, t : tresse simple)
1 : poser r := ∆nt

−1

2 : poser r′ := φm
n (s)

3 : poser S′ := ()
4 : pour k croissant de 1 à |S| faire
5 : poser (s, t) := DécNormale(t, S(k))
6 : poser S′ := concat((s), S′)
7 : poser S′ := concat(S′, (t))
8 : si S′(1) ̸= ∆n alors
9 : renvoyer (m |S′)

10 : sinon
11 : renvoyer (m+1 |Suite(S′))

!
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Exercices du chapitre V

Exercice 60 (permutation).— Montrer que des homéomor-
phismes de Dn isotopes induisent nécessairement la même permu-
tation des points marqués. !

Solution. Pour tout homéomorphisme φ de Dn, soit perm(φ) la
permutation des points marquées associée, déterminée par φ(Pk) =
Pperm(φ)(k) pour tout k. Par définition, φ dépend continûment de
la classe d’isotopie de φ, donc, par composition, il en est de même
de l’application φ &→ perm(φ), à valeurs dans le groupe symé-
trique Sn. Ce dernier est un espace discret (à n! éléments), donc
la valeur de perm(φ) est constante sur chaque classe d’isotopie. !

Exercice 61 (trichotomie).— (i) En admettant la propriété
d’acyclicité, démontrer que, pour toute tresse g, les propriétés « g
est σi-positive », « g est σi-neutre », et « g est σi-négative » sont
mutuellement exclusives.

(ii) En admettant la propriété d’acyclicité, démontrer que, pour
toute tresse g, les propriétés « g est σ-positive », « g est triviale »,
et « g est σ-négative » sont mutuellement exclusives.

(iii) Montrer qu’une tresse ne peut être σi-positive que pour une
valeur de i au plus. !

Solution. (i) Soit g une tresse quelconque, et supposons g simul-
tanément σi-positive et σi-négative. Par définition, il existe un re-
présentant σi-positif w de g, et un représentant σi-négatif w′ de g.
Les mots w et w′ sont alors σi-positifs, et il en est de même du pro-
duit ww′. Donc, par définition, la tresse [ww′] est σ-positive. Or
cette tresse est gg−1, donc est triviale. Par la propriété d’acycli-
cité, une tresse σ-positive n’est pas triviale. L’hypothèse est donc
contractoire.

L’argument est le même pour« g est σi-positive », « g est σi-
neutre » : supposant g = [w] = [w′] avec w σi-positif et w′ σi-
neutre, le mot ww′ est σi-positif et représente 1, d’où la même
contradiction.
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Supposant maintenant g = [w] = [w′] avec w σi-négatif et w′ σi-
neutre, le mot ww′ est σi-positif et représente g−1g = 1, contra-
diction.

(ii) On raisonne de façon analogue. Supposons g simultanément σ-
positive et σ-négative. Par définition, il existe un représentant σi-
positif w de g, et un représentant σj -négatif w′ de g. Si on a i " j,
le mot w′ est soit σi-neutre, soit σi-négatif, et ww′ est σi-positif.
Or, il représente gg−1 = 1, exposant à la même contradiction
qu’en (i). Si on a i > j, le mot w est σj -négatif, et ww′ est σj -
positif. Or, il représente gg−1 = 1, exposant toujours à la même
contradiction qu’en (i).

Les cas mettant en jeu « g est triviale » sont conséquences directes
de la propriété d’acyclicité.

(iii) Soient w un mot σi-positif et w′ un mot σj-positif, avec i < j.
Supposons g = [w] = [w′]. Alors w′ est σi-neutre. Donc ww′ est un
mot σi-positif, et [ww′] est une tresse σi-positive, donc σ-positive.
Or on a [ww′] = gg−1 = 1, contredisant la propriété d’acyclicité.

!

Exercice 62 (image).— Montrer que σ̂1 envoie tout mot réduit
se terminant par x1 sur un mot réduit se terminant par x−1

1 . !

Solution. Considérons un mot réduit se terminant par x1, di-
sons vx1. On trouve

σ̂1(vx1) = red(σ̂1(v)x1x2x
−1
1 ).

Supposons que σ̂1(vx1) ne finit pas par x−1
1 . Cela signifie que, dans

la réduction ci-dessus, la lettre x−1
1 finale disparaît par réduction

avec une lettre x1 qui, ne pouvant être celle qui précède x2, pro-
vient nécessairement de σ̂1(v). Par définition de σ̂1, une lettre x1

dans σ̂1(v) provient ou bien d’une lettre x±1
1 dans v, ou bien d’une

lettre x2.

Supposons que la lettre x1 mise en jeu vient d’une lettre xe
1,

e= ± 1, dans v, soit v = v1xe
1v2. On trouve alors

σ̂1(vx1) = red(σ̂1(v1)x1 x
e
2x

−1
1 σ̂1(v2)x1x2 x

−1
1 ),

où le facteur souligné se réduit au mot vide. On a donc
σ̂1(v2) = x1x

−1−e
2 x−1

1 , ce qui, par définition de σ̂1, requiert v2 = x−2
1
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pour e=1, et v2 = 1 pour e= − 1. Alors le mot vx1 est ou
bien v1x1x

−2
1 x1, ou bien v1x

−1
1 x1, et aucun n’est réduit. Ce cas

est donc impossible.

Supposons maintenant que la lettre x1 mise en jeu vient d’une
lettre x2 dans v, soit v = v1x2v2. On trouve alors

σ̂1(vx1) = red(σ̂1(v1)x1 σ̂1(v2)x1x2 x1),

où le facteur souligné se réduit au mot vide. On a donc σ̂1(v2) =
x−1
2 x−1

1 , qui implique v2 = x−1
2 x−1

1 . Alors on a vx1 = v1x2x
−1
2 x−1

1 x1,
qui n’est pas réduit. Ce cas est donc également impossible et, de là,
l’hypothèse que σ̂1(vx1) ne finit pas par x−1

1 est donc contractoire.
!

Exercice 63 (groupe fondamental).— Montrer que, si X
est un sous-espace de Rn tel que, pour tout P dans X , le seg-
ment [0, P ] est inclus dans X (espace « étoilé »), alors le groupe
fondamental de X est trivial. !

Solution. On montre que tout lacet dans X peut être déformé
continûment sur la lacet trivial. En effet, soit γ un lacet dans X ,
et γs l’image de γ par l’homothétie de centre O de rapport s
pour s ∈ [0, 1]. L’hypothèse que X est étoilé garantit que γs est
inclus dans X . Alors, la famille (γs)s∈[0,1] est une homotopie joi-
gnant γ au lacet trivial. !

Exercices du chapitre VI

Exercice 64 (réduction).— Vérifier algébriquement que toute
poignée correcte est équivalente à sa réduite. !

Solution. Par définition, une σi-poignée correcte est un mot de
la forme v = σe

i uσ
−e
i avec e = ±1, u σi-neutre et les lettres σi+1

et σ−1
i+1 pas toutes les deux présentes dans u. Faisant apparaître

les (éventuelles) lettres σ±1
i+1 dans u, on peut écrire

v = σe
i u0 σ

d
i+1 u1 · · · ur−1 σ

d
i+1 ur σ

−e
i ,

avec d = ±1 et u0, ..., ur σi+1-neutres. La réduite de v est alors

v′ = u0 σi+1σiσ
−1
i+1 u1 · · · ur−1 σi+1σiσ

−1
i+1 ur σ

−1
i σi.
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Supposons e = −1 et d = 1, soit

v = σ−1
i u0 σi+1 u1 · · · ur−1 σi+1 ur σi.

Le principe est de faire migrer la lettre σ−1
i de la gauche vers

la droite. Les seuls générateurs apparaissant dans u0 étant σ±1
j

avec j # i+2, on a σ−1
i u0 ≡ u0σ

−1
i , et donc

v ≡ u0 σ
−1
i σi+1 u1 · · · ur−1 σi+1 ur σi.

On a alors σ−1
i σi+1 ≡ σi+1σiσ

−1
i+1 σ

−1
i , donc

v ≡ u0 σi+1σiσ
−1
i+1 σ

−1
i u1 · · · ur−1 σi+1 ur σi.

Répétant de même avec σ−1
i u1, on a σ−1

i u1 ≡ u1σ
−1
i , et donc

v ≡ u0 σi+1σiσ
−1
i+1 u1 σ

−1
i · · · ur−1 σi+1 ur σi.

On continue à faire migrer la lettre σ−1
i de gauche à droite par

commutation avec les mots uk et par σ−1
i ·σi+1 ≡ σi+1σiσ

−1
i+1 ·σ

−1
i ,

et on parvient finalement à

v ≡ u0 σi+1σiσ
−1
i+1 u1 · · · ur−1 σi+1σiσ

−1
i+1 ur σ

−1
i σi,

et par une réduction libre σ−1
i σi ≡ ε, à

v ≡ u0 σi+1σiσ
−1
i+1 u1 · · · ur−1 σi+1σiσ

−1
i+1 ur = v′.

Le cas e = 1 et d = −1 se traite de même, en utilisant σi · σ
−1
i+1 ≡

σ−1
i+1σ

−1
i σi+1 · σi à la place de σ−1

i · σi+1 ≡ σi+1σiσ
−1
i+1 · σ

−1
i .

Les deux autres cas correspondent à faire migrer la lettre finale σ±1
i

de la droite vers la gauche, en faisant appel, pour e = d = −1,
à σ−1

i+1 · σi ≡ σi · σi+1 σ
−1
i σ−1

i+1, et, pour e = d = 1, à σi+1 · σ
−1
i ≡

σ−1
i · σ−1

i+1 σi σi+1 respectivement. !

Exercice 65 (injectivité).— Supposons que F est une fonc-
tion sur Bn telle que F (g) ̸= F (1) implique F (dec(g)) ̸= F (1)
et F (g−1) ̸= F (1). Montrer que, si on a F (g) ̸= F (1) pour toute
tresse σ1-positive g, on a F (g) ̸= F (1) pour toute tresse non tri-
viale. !

Solution. Soit g une tresse non triviale. Alors g est soit σ-positive,
soit σ-négative. Supposons g σ-positive. Il existe i tel que g est σi-
positive. Pour i = 1, on a F (g) ̸= F (1) par hypothèse. Pour i # 2,
il existe g′ σ1-positive vérifiant g = deci−1(g′). Par hypothèse, on
a F (g′) ̸= F (1), qui implique F (g) = F (deci−1(g′) ̸= F (1).
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Supposons maintenant g σ-négative. Il existe i tel que g est σi-
négative. Pour i = 1, la tresse g−1 est σ1-positive. On a F (g−1) ̸=
F (1) par hypothèse, qui implique F (g) ̸= F (1). Pour i # 2, il
existe g′ σ1-positive vérifiant g = deci−1(g′−1) = (deci−1(g′))−1.
Par hypothèse, on a F (g′) ̸= F (1), donc F (g) = F ((deci−1(g′))−1),
et par conséquent F (g) ̸= F (1). !

Exercice 66 (biordonnabilité).— Supposons n # 3. Montrer
qu’aucun ordre total sur Bn ne peut être compatible avec le pro-
duit à gauche et à droite. !

Solution. Supposons que ≺ est un ordre total compatible avec le
produit à gauche et à droite. Supposons σ1 ≺ σ2. Par compati-
bilité avec le produit à gauche, on déduit ∆−1

3 σ1 ≺ ∆−1
3 σ2, puis,

par compatibilité avec le produit à droite, ∆−1
3 σ1∆3 ≺ ∆−1

3 σ2∆3,
ce qui est dire σ2 ≺ σ1, contredisant l’hypothèse. Symétrique-
ment, σ2 ≺ σ1 impliquerait σ1 ≺ σ2. C’est donc que l’existence
d’un ordre compatible avec le produit à gauche et à droite est
intenable. !

Exercice 67 (ordonnabilité à droite).— Montrer que la rela-
tion a−1 < b−1 est un ordre total sur les tresses compatible avec
le produit à droite. !

Solution. otons a ≺ b la relation a−1 < b−1. Alors ≺ est un ordre
total sur B∞. Supposons a ≺ b, et soit c quelconque. Par hypo-
thèse, ab−1, soit (a−1)−1b−1, est une tresse σ-positive. Par consé-
quent, acc−1b−1, soit ((ac)−1)−1(bc)−1, est σ-positive. De là, on
déduit (ac)−1 < (bc)−1, donc ac ≺ bc : la relation ≺ est compatible
avec le produit à droite. !

Exercice 68 (non-conradien).— Soit a := σ−1
2 σ1 et b := σ−2

2 σ1.
Montrer qu’on a a > 1 et b > 1, et qu’il n’existe aucun entier p
vérifiant a < bap. !

Solution. Les mots a = σ−1
2 σ1 et b = σ−2

2 σ1 sont σ1-positifs, té-
moignant de a > 1 et b > 1. Nous allons démontrer que, pour
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tout p # 0 que le mot a−1bap a un représentant σ1-negatif, témoi-
gnant de a−1bap < 1, et, de façon équivalente, de bap < a. On n’a
donc a < bap pour aucun entier p.

Pour p = 0, on trouve

a−1b = σ−1
1 σ2σ

−2
2 σ1 = σ−1

1 σ−1
2 σ1 = σ2σ

−1
1 σ−1

2 ,

explicitement σ1-négatif. Pour p = 1, on trouve

a−1ba = σ−1
1 σ2σ

−2
2 σ1σ

−1
2 σ1 = σ−1

1 σ−1
2 σ1σ

−1
2 σ1

= σ2σ
−1
1 σ−2

2 σ1 = σ2
2 σ

−2
1 σ−1

2 ,

à nouveau explicitement σ1-négatif. Finalement, on établit

a−1bap = σ2
2 (σ

−1
1 σ2)

p−1σ−2
1 σ−1

2

par induction sur p # 1. La formule est vérifiée pour p = 1.
Pour p # 2, utilisant l’hypothèse d’induction et l’égali-
té σ−1

1 σ−2
2 σ1 = σ2σ

−2
1 σ−1

2 , on trouve

a−1bap = (σ2
2 (σ

−1
1 σ2)

p−2σ−2
1 σ−1

2 )(σ−1
2 σ1)

= σ2
2 (σ

−1
1 σ2)

p−2σ−1
1 σ2σ

−2
1 σ−1

2 = σ2
2 (σ

−1
1 σ2)

p−1σ−2
1 σ−1

2 ,

à nouveau une expression σ1-négative. !

Exercice 69 (ordre flippé).— (i) Montrer que l’ordre < est
compatible avec le décalage sur B∞.

(ii) Pour a, b dans Bn, on déclare a <̃n b quand on a φn(a)<φn(b),
où φn est l’automorphisme qui échange σi et σn−i pour tout i. Mon-
trer que <̃n est un ordre total sur Bn, compatible avec le produit à
gauche, et que l’ordre <̃n sur Bn est la restriction de l’ordre <̃n+1

sur Bn+1. Quel est le plus petit élément de B+
n suivant <̃ ? !

Solution. (i) On rappelle que dec est l’endomorphisme injectif
de B∞ qui envoie σi sur σi+1 pour tout i (cf. exercices 40 et 46).
La propriété « c est σi-positif » est équivalente à « dec(c) est σi+1-
positif », donc « c est σ-positif » est équivalente à « dec(c) est σ-
positif. De là, a < b est équivalente à dec(a) < dec(b).

(ii) La relation <̃ est un ordre total sur Bn. Supposons a<̃b et soit c
quelconque : on a φn(a) < φn(b), d’où φn(c)φn(a) < φn(c)φn(b),
qui est φn(ca) < φn(cb), alias ca <̃ cb : l’ordre <̃ est compatible
avec le produit à gauche.



42

Supposons a, b ∈ Bn et a <̃n b. Par définition, on a φn(a) < φn(b).
Par (i) on déduit dec(φn(a)) < dec(φn(b)). Or, on a par cons-
truction dec(φn(a)) = φn+1(a) et dec(φn(b)) = φn+1(b), d’où
φn+1(a) < φn+1(b), soit encore a <̃n+1 b. Inversement, suppo-
sons a <̃n+1 b. Si on n’avait pas a <̃n b, on aurait nécessaire-
ment a = b ou b <̃n a, qui excluerait a <̃n+1 b. On a donc
a <̃n b ⇔ a <̃n+1 b, et l’ordre <̃n est la restriction de <̃n+1

à Bn. Il en résulte qu’il existe un ordre total <̃ bien défini sur B∞

dont <̃n est la restriction à Bn. Par construction, on a

1 <̃ σ1 <̃ σ2
1 <̃ σ3

1 <̃ ··· <̃ σ2 <̃ σ3 <̃ ···

Soit g ∈ B+
∞ \B+

2 : toute expression de g contient un générateur σi
avec i # 2, témoignant de la relation σ1 < g : le plus petit élément
non trivial de B+

∞ est σ1. !

Exercices du chapitre VII

Exercice 70 (formules de Dynnikov).— Partant de la suite
(0, 1, 0, 1, ..., 0, 1), vérifier que les formules de 1.3.7 donnent pour σ1
les valeurs (1, 0, 0, 2, 0, 1, ..., 0, 1) lues sur la figure VII.3. Quelles
sont les valeurs pour σ−1

1 ? !

Solution. Soit S la suite des coordonnées de σ1 dans Bn. Ap-
pliquant les formules de 1.3.7, S est égal à F+(0, 1, 0, 1), suivi
par n−3 fois (0, 1). Le paramètre « t1 » est t1 := 0−1−−0+1+ := 1.
On trouve alors

F+

1 (0, 1, 0, 1) := 0 + 1+ + 1+ − 1+ := 1

F+

2 (0, 1, 0, 1) := 1− 1+ := 0

F+

3 (0, 1, 0, 1) := 0 + 1− + 1− + 1− := 0

F+

4 (0, 1, 0, 1) := 1 + 1+ := 2,

d’où S = (1, 0, 0, 2, 0, 1, ..., 0, 1).

De même, soit S′ la suite des coordonnées de σ−1
1 dans Bn. Cette

fois, S′ est égal à F−(0, 1, 0, 1), suivi par n−3 fois (0, 1). Le para-
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mètre « t2 » est t2 := 0 + 1− − 0− 1+ := −1. On trouve alors

F−

1 (0, 1, 0, 1) := 0− 1+ − 1+ − 1+ := −1

F−

2 (0, 1, 0, 1) := 1 + (−1)− := 0

F−

3 (0, 1, 0, 1) := 0− 1− + 0− − (−1)− := 0

F−

4 (0, 1, 0, 1) := 1− (−1)− := 2,

d’où S′ = (−1, 0, 0, 2, 0, 1, ..., 0, 1).

Plus généralement, on pourra vérifier que, pour k positif, on a
ρD(σk

1 ) := (1,−k+1, 0, k+1, 0, 1, ..., 0, 1)

ρD(σ−k
1 ) := (−1,−k+1, 0, k+1, 0, 1, ..., 0, 1). !

Exercice 71 (σ-négatif).— Montrer que la première coordonnée
impaire non nulle d’une tresse σ-négative est un entier strictement
négatif. !

Solution. Soit w un mot σ1-négatif, w = w0σ
−1
1 w1σ

−1
1 ···σ−1

1 wp

où σ±1
1 est absente des mots wk. On suit les deux premières coor-

données de (0, 1, ..., 0, 1)•w au fur et à mesure que les lettres sont
ajoutées, en partant du début. On part avec (0, 1). Aussi long-
temps que σ−1

1 n’est pas rencontrée, on reste avec (0, 1). Lorsque
la première lettre σ−1

1 est atteinte, la première coordonnée de-
vient F−

1 (0, 1, x2, y2), soit, par définition, 0 − 1+ − z+ pour un
certain entier z (en l’occurrence −x2), donc un entier strictement
négatif. Ensuite, la traversée des mots wk ne change pas la pre-
mière coordonnée, tandis que celle des lettres σ−1

1 ne peut que la
diminuer puisque, par définition, on lui soustrait des entiers non
négatifs. Donc le résultat est établi pour une tresse σ1-négative.

Soit maintenant w un mot de tresse σ−1
i -négatif avec i # 2.

Alors w est deci−1(w′) où w′ est σ1-négatif w′. Par construction, la
suite des coordonnées de w est celle de w′ précédée de (0, 1, ..., 0, 1)
avec 2i− 2 termes. Les i− 1 premières coordonnées impaires de w
sont donc nulles, tandis que la iième est la première de w′, qui est
strictement négative comme montré ci-dessus. !
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Exercices du chapitre VIII

Exercice 72 (famille génératrice).— (i) Montrer que {σ1, ...,σn−1}
est famille génératrice minimale de Bn, au sens où aucune sous-
famille propre n’est génératrice.

(ii) Montrer que, pour tout n # 3, la famille {σ1,σ1 ···σn−1} en-
gendre Bn. !

Solution. (i) Soit G le sous-groupe de Bn engendré par {σ1, ...,σi−1}
∪ {σi+1, ...,σn}. On veut démontrer que σi n’est pas élément de G.
Soit g quelconque dans G. Par induction sur la longueur d’un re-
présentant de g, on montre que perm(g) est de la forme ff ′, où f
appartient à S{1,...,i} et f ′ appartient à S{i+1,...,n} : en d’autres
termes, perm(g) laisse les ensembles {1, ..., i} et {i+1, ..., n} glo-
balement invariants. Il en résulte que σi n’appartient pas à G,
car perm(σi), qui est la transposition si, ne laisse pas {1, ..., i}
et {i+1, ..., n} invariant car elle envoie i sur i+1.

(ii) Pour 2 " i " n, on

Par III.1.3.3, on a σ2 ·σ1 ···σn = σ1 ···σn ·σ1, donc le conjugué de σ1
par σ1 ···σn−1 est σ2 :

σ2 = (σ1 ···σn)σ1 (σ1 ···σn)
−1,

et, de même, pour 2 " i " n,

σi = (σ1 ···σn)
i−1 σ1 (σ1 ···σn)

−i+1.

Le sous-groupe de Bn engendré par σ1 et σ1 ···σn−1 contient
donc σ1,σ2, ...,σn−1, c’est donc l’intégralité de Bn. !

Exercice 73.— Démontrer le résultat : « En termes des généra-
teurs ai,j , le groupe Bn est présenté par les relations ai,jai′,j′ =
ai′,j′ai,j si les intervalles [i, j] et [i′, j′] sont disjoints ou emboîtés,
et ai,jaj,k = aj,kai,k = ai,kai,j pour 1 " i < j < k " n. » !

Solution. It est aisé de vérifier à partir de la définition des gé-
nérateurs ai,j en termes des σ±1

i que les relations indiquées sont
satisfaites. Si les intervalles [i, j] et [i′, j′] sont disjoints, chacun
des σ±1

p figurant dans ai,j commute avec chacun des σ±1
q figurant

dans ai′,j′ , donc ai,j et ai′,j′ commutent. Si l’intervalle [i′, j′] est
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emboîté dans [i′, j′], chacun des σ±1
q figurant dans ai′,j′ commute

avec ai,j : avec la notation de III.1.3.3, on a ai,j = σi,jσ
−1
i,j−1, et,

pour i < k < j, par (III.1.9) et (III.1.10), on a

σk ·ai,j = σk ·σi,jσ
−1
i,j−1 = σi,j ·σk−1 ·σ

−1
i,j−1 = σi,jσ

−1
i,j−1 ·σk = ai,j ·σk.

Donc ai,j commute avec ai′,j′ . Soit maintenant i < j < k. Chacun
des générateurs σ±1

p figurant dans σ−1
i,j−1 commute avec chacun des

générateurs σ±1
q figurant dans aj,k. On peut donc écrire, introdui-

sant un terme trivial σ−1
i,j σi,j ,

ai,jaj,k = σi,jσ
−1
i,j−1aj,k

= σi,jaj,kσ
−1
i,j−1

= σi,jaj,kσ
−1
i,j σi,jσ

−1
i,j−1,

= (σi,jaj,kσ
−1
i,j ) · (σi,jσ

−1
i,j−1) = ai,kai,j

en regroupant les termes. La vérification pour ai,jaj,k = aj,kai,k
est analogue.

D’un autre côté, les relations ci-dessus impliquent les relations
d’Artin. En effet, un cas particulier d’intervalle disjoint est [i, i+1]
et [j, j+1] avec j # i+ 2, auquel cas on obtient

σiσj = ai,i+1aj,j+1 = aj,j+1ai,i+1 = σjσi.

Et, par ailleurs, on a ai,i+1ai+1,i+2 = ai+1,i+2ai,i+1, ce qui
se traduit en σiσi+1 = σi+1σi+1σ

−1
i σ−1

i , impliquant la relati-
on σiσi+1σi = σi+1σi+1σi. !

Exercice 74 (conjugaison par ∆∗
n).— Montrer que la conjugai-

son par ∆∗
n est l’automorphisme de B+∗

n qui envoie ai,j sur ai+1,j+1

pour j < n, et ai,n sur a1,i+1. Quel est son ordre ? À quelle trans-
formation géométrique correspond-il dans la correspondance de la
figure VIII.2 ? !

Solution. Soit φ∗n la conjugaison par ∆∗
n définie par φ∗n(g) :=

∆∗
ng∆

∗
n
−1. Par définition, on a ∆∗

n = σ1 ···σn−1, et, comme vu dans
l’exercice 72, on a φ∗n(σi) = σi+1 pour 1 " i < n. En reportant
dans la définition des générateurs ai,j , on voit que, pour j < n,
on a φ∗n(ai,j) = ai+1,j+1. En outre, on a

φ∗n(σn−1) := ∆∗
nσn−1∆

∗
n
−1 = σ1 ···σn−1σn−1σ

−1
n−1 ···σ

−1
1 = a1,n,

soit φ∗n(an−1,n) = a1,n.
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On déduit, pour 1 " i < n,

φ∗n(ai,n) = φ∗n(σi ···σn−2σn−1σ
−1
n−2 ···σ

−1
i )

= σi+1 ···σn−1a1,nσ
−1
n−1 ···σ

−1
i+1. (∗)

On fait une récurrence descendante sur i < n. Pour i := n − 2,
l’égalité (∗) est

φ∗n(an−1,n) = σn−1a1,nσ
−1
n−1 = an−1,na1,na

−1
n−1,n :

or les relations entre les ai,j (1.1.3, cf. exercice 73) impli-
quent an−1,na1,n = a1,n−1an−1,n, donc φ∗n(an−2,n) = a1,n−1.
Pour i := n− 3, l’égalité (∗) est

φ∗n(an−1,n) = σn−2a1,n−1σ
−1
n−2 = an−2,n−1a1,n−1a

−1
n−2,n−1 :

par les relations entre les ai,j , on a an−2,n−1a1,n−1 = a1,n−2an−2,n−1,
donc φ∗n(an−3,n) = a1,n−2. Et ainsi de suite...

Il en résulte que, pour tout i, on a

(φ∗n)
n(σi) = (φ∗n)

i+1(σn−1) = (φ∗n)
i(a1,n)

= (φ∗n)
i−1(a1,2) = (φ∗n)

i−1(σ1) = σi :

l’automorphisme φ∗n est d’ordre n. Il correspond à une rotation
d’angle 2π/n dans le sens des aiguilles d’une montre dans la repré-
sentation de la figure VIII.2. Par contraste, l’automorphisme φn
qui est la congugaison par ∆n est d’ordre 2, et correspond à une
symétrie. !

Exercice 75.— Vérifier le résultat « Pour tous i, n, la matrice Σi,n

est inversible dans Matn(Z[t, t−1]), et l’application ρB qui, pour
tout i, envoie σi sur Σi,n induit une représentation linéaire de Bn

dans GL(Z[t, t−1]) ». !

Solution. L’inverse de Σ2,2 est
(

0 1
t−1 1− t−1

)
. L’invariance

de ρB par rapport aux relations de commutation est immédiate.
Vue l’action du décalage, il suffit de comparer ρB(σ1σ2σ1)

et ρB(σ2σ1σ2). Or toutes deux sont égales à

⎛

⎝
1− t t− t2 t2

1− t t 0
1 0 0

⎞

⎠.

!


