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e But: Présenter quelques résultats de non-prouvabilité.

e Comme souvent les résultats négatifs, techniquement difficiles;
Résultats anciens: basés sur I’'argument diagonal de Cantor;
. récents: basés sur les ordinaux et/ou la th. des modeles.
e Ici: principalement en logique; mais aussi: non-existence
de solution, bornes inférieures de complexité, etc.
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Théoreme (Godel, 1930): Supposons que S est un systeme formel
du premier ordre, récursivement énumérable, non contradictoire,

et dans lequel I'arithmétique de Peano est représentable. Alors il
existe un énoncé arithmétique ®¢;4q s vrai dans (N, +, %) mais non
prouvable a partir de S.

e L’énoncé ®gs4.. 5 exprime (code) la non-existence d'une formule
qui soit équivalente a la S-prouvabilité de sa négation.
~+ analogue au paradoxe du menteur

e Repose sur I'arithmétisation de la logique
et I'argument diagonal de Cantor.

o (Rosser, 1946) —®gs4a.5 Non plus prouvable a partir de S.
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Théoreme (Godel, 1930): Supposons que S est un systéme
formel du premier ordre, récursivement énumérable, non contra-
dictoire, et dans lequel I'arithmétique de Peano est représentable.

Alors I’énoncé arithmétique Cohg exprimant la cohérence (= non-
contradiction) de S est vrai dans (N, +,%) mais non prouvable a
partir de S.

o Repose sur Cohg = Pgsge,s Mais problemes quand S est faible:
facile pour ZF (théorie des ensembles),
difficile pour PA (arithmétique de Peano).

~+ Ruine tout espoir d’un systeme auto-certifié non trivial
(programme de Hilbert)

e Mais: énoncés éloignés de la pratique mathématique usuelle
~» quéte d’énoncés non prouvables plus naturels.
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e Principe d’induction pour une formule ¢ jusqu’a I'ordinal 6:
Indg g :=Va < 0(VB < a(¢p(B) = ¢(a))) = Va < 0(¢(r))

o Soit Pgenpen i= VeV < go(Indy g)

e Codage des formules et des ordinaux < g, par des entiers
> DPiozen (€5t) un énoncé arithmétique

e La famille des ordinaux < g est bien ordonnée
~ ®conzen €5t vrai (= prouvable a partir de ZF)

Théoréme (Gentzen, 1936): Pen.en entraine Cohpp .

Corollaire: ®¢..,.n €st vrai mais non prouvable a partir de PA.
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e Dy := “ll n"existe pas de suite strictement décroissante de N
dans €¢ qui soit primitive récursive”.

simple ~» &y ... plus faible que Pgenzen

Théoreme (Kreisel, ~1965): P..i.s €st vrai mais non prouvable a

partir de PA.
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Théoreme (Ramsey, 1930): Quels que soient les entiers d, ¢, m,
il existe un (grand) entier N tel que:

pour toute f: {1,..., N}4 — {1 .. ¢}, il existe H C {1,.., N} t.q.
card(H) > m et f est constante sur H<.

~+ Tout graphe a 6 sommets inclut un triangle ou un anti-triangle.

o Variante (I)P.Wis—Han'ington:
Quels que soient... il existe... pour toute... il existe... t.q.
card(H) > m et card(H) > inf(H) et f est constante sur H®.

Théoreme (Paris-Harrington, 1977): ®p.ic Harrington €St VFai mais non

prouvable a partir de PA.
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e Ecriture d’un entier en base p:
N = Cyp.Pp™ + ... + c1.p°* avec ¢,,,...,c1 < pete, >..>e;.

e Ecriture en base p itérée: exposants aussi en base p et itérer:

~s Exemple: 26 = 24 + 23 1 21 = 22" | 2211 | o1

e Pour p < g et n entiers, F],_q(n) := résultat du remplacement
de p par g dans I'écriture de n en base p itérée.

~ Ex.: Fy3(26) = Fp (22 +22 1 121) = 33° 1331 1 31 19 10°.

e Suite de Goodstein de départ d: suite récurrente g; 5,9, 3, - t.q.
9d,2 ‘= d et 9d.p+1 = FP-,P"'l(gd.p) = 1.

~ EX.: ggg9 = 26, gy 3 ~9.10°, etc. —tend (trés) vite vers oc
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e Et pourtant...

Théoreme (Goodstein, 1942): Quelle que soit le départ d, il existe

un (grand) entier N t.q. g4 n = 0.

e Démonstration: Utiliser les ordinaux.
- F, ., (n) := remplacer p par w dans le développement de n
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Le théoreme de Kirby-Paris

Théoreme (Kirby-Paris, 1982): Le théoreme de Goodstein est un

énoncé d’arithmétique vrai mais non prouvable dans PA.

e Démonstration (Cichon): Utilise la hiérarchie de Hardy
des fonctions rapidement croissantes de N dans N;
La fonction de Goodstein croit plus vite que toute fonction
dont I'existence peut étre prouvée dans PA.

... Résultats de H.Friedman: non-démontrabilité dans ZF ...
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Tresses

e Un diagramme de tresse a 4 brins: = projection 2D de :

iy

e isotopie = bouger les brins en laissant les bouts fixes:

iSOtope é .

e tresse := classe d’isotopie ~» représentée par diagramme,
mais des diagrammes différents peuvent donner la méme tresse.
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[m] [ = =

22)CNE



Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

I




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

N

AN

=




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

I:_

— N\
N,

XA

X —
— X

| X |

X




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

;P —— —— , —

Nau 0N <X =y

N




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

;P —— —— , —

Nau 0N \\- ¢

N




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

;P —— —— , —

Nau 0N \\- ¢

N




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

N

X

—
N

—

—— —— , —

\\_ 4

O3




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

;P —— —— , —

Nau 0N \\- ¢

-1
O3 0

N




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

l:_

—_— 7\
e

e Théoreme (Artin): Le groupe B,, est engendré par o, ...,0,, 1,




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

l:_

—_— 7\
e

e Théoreme (Artin): Le groupe B,, est engendré par o, ...,0,, 1,

soumis 3 { 0,0;0, = 0,0;0; pour |i—j| =1,




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

l:_

—_— 7\
N,

XA

Al

*,\*—*

X

N\

e Théoreme (Artin): Le groupe B,, est engendré par o, ...,0,, 1,

0,0,0, = 0,0,0;

soumis a J
0,0, = 0.0;

pour |t — j| =1,
pour [i — j| > 2.

J J



Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

o XZ
\):/

e Théoreme (Artin): Le groupe B,, est engendré par o, ...,0,, 1,

soumis a { oo i P |Z B j| -
0,0; = 0;0; pour [i — j| > 2




Présentation d’Artin de B,,

o Générateurs d’Artin de B,,:

o XZ
\):/

e Théoreme (Artin): Le groupe B,, est engendré par o, ...,0,, 1,
0,0.0;, =0.0;0, pour|i—j| =1,

soumisé{ LA J-ra .7
0,0; = 0;0; pour [i — j| > 2

NN

0, 03 03 Oz 0, O3

/ ,,/\/ _/ﬂ/ //_
—
/




Longues suites de tresses

Travail en cours avec L.Carlucci, et A.Weiermann

e But: Construire de (tres) longues suites de tresses
a 'aide d’une régle inductive simple (cf. suites de Goodstein)



Longues suites de tresses

Travail en cours avec L.Carlucci, et A.Weiermann

e But: Construire de (tres) longues suites de tresses
a I'aide d’une regle inductive simple (cf. suites de Goodstein)

e Principe: Bataille contre une tresse: éliminer les croisements;
a I’étape t, on retire 1 croisement,
mais ¢t nouveaux croisements réapparaissent (en général).



Longues suites de tresses

Travail en cours avec L.Carlucci, et A.Weiermann

e But: Construire de (tres) longues suites de tresses
a 'aide d’une régle inductive simple (cf. suites de Goodstein)

e Principe: Bataille contre une tresse: éliminer les croisements;
a I’étape t, on retire 1 croisement,
mais ¢t nouveaux croisements réapparaissent (en général).

e Ici en version 3 brins—mais existe pour tout n.



Bloc critique

e (Burckel) Forme alternante pour une tresse positive a 3 brins:

a[;z]u.uo'z oft avecep, > 1, ep 1> 2, . e3>2,€3>1, € 20,

1 ou 2 suivant la parité de p



Bloc critique

e (Burckel) Forme alternante pour une tresse positive a 3 brins:

€p @
O] 0520

AN

avece, >1,¢e,_1 2> 2, ..., >2,es>1,e1 20,

1 ou 2 suivant la parité de p

e Bloc critique: le plus a droite dont la taille e, est strictement
plus grande que la valeur minimale, s’il existe, le bloc gauche sinon.



Bloc critique

e (Burckel) Forme alternante pour une tresse positive a 3 brins:

a&“...a?afl avec e, >1,e51>2, ., 6322, e2>1, e >0,

AN

1 ou 2 suivant la parité de p

e Bloc critique: le plus a droite dont la taille e, est strictement
plus grande que la valeur minimale, s’il existe, le bloc gauche sinon.

Noods




Bloc critique

e (Burckel) Forme alternante pour une tresse positive a 3 brins:
a&“...a?afl avec e, >1,e51>2, ., 6322, e2>1, e >0,
AN

1 ou 2 suivant la parité de p

e Bloc critique: le plus a droite dont la taille e, est strictement
plus grande que la valeur minimale, s’il existe, le bloc gauche sinon.

1 1 1 [
%/—/—/—/\V’T
4 3 2 1




Bloc critique

e (Burckel) Forme alternante pour une tresse positive a 3 brins:

O 05701  avec ep > 1, €p-1>2, ., e3> 2, 2> 1, €1 >0,

AN

1 ou 2 suivant la parité de p

e Bloc critique: le plus a droite dont la taille e, est strictement
plus grande que la valeur minimale, s’il existe, le bloc gauche sinon.




Gs-suites de tresses

e La

a partir d’une tresse positive a 3 brins b:



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;




Gs-suites de tresses

e La a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;




Gs-suites de tresses

e La a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;
ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;




Gs-suites de tresses

e La a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;
ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;

- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.




Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

bloc critique: block suivant (s il existe):
retirer 1 croisement ajouter t croisements



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

e Exemple: o207,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

e Exemple: oi0?, oio,,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

e Exemple: o702, 0i0y, 03,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

e Exemple: 0?02, 0l0y, 03, 0,07,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

e Exemple: oi0?, 0i0,, 03, 0,07, 0,07,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

e Exemple: oi0?, 00y, 03, 0,07, oy0f, 0y0,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

c 242 42 2 3 2
o Exemple: o507, 050, 05, 0,07, 0,07, 0,0, Oy,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

v 5242 42 2 3 2 7
e Exemple: o507, 050y, 05, 0,07, 0,07, 0,0, 0y, 0},



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

v 5242 42 2 3 2 7 46
e Exemple: o507, 050, 05, 0,07, 0,07, 0,0,, 0y, 0, O7,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

. 2.2 2 2 3 2 7 6 5
e Exemple: o507, 050y, 05, 0,07, 0,07, 0,04, 05, O, 07, O7,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

v 5242 42 2 3 2 7 46 4P

e Exemple: o507, 050y, 05, 0,07, 0,07, 0,0y, 0y, 0, 07, O},
4
oy,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

v 5242 42 2 3 2 7 46 4P

e Exemple: o507, 050y, 05, 0,07, 0,07, 0,0y, 0y, 0, 07, O},
4 3
oy, o7,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

v 5242 42 2 3 2 7 46 4P

e Exemple: o507, 050y, 05, 0,07, 0,07, 0,0y, 0y, 0, 07, O},
4 3 2
oy, o7, Of,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

v 5242 42 2 3 2 7 46 4P
e Exemple: o507, 050y, 05, 0,07, 0,07, 0,0y, 0y, 0, 07, O},
4 3 2
oy, oy, 07, Oy,



Gs-suites de tresses

e La G3-suite a partir d’une tresse positive a 3 brins b:

- Partir de la forme alternante de b;
- A I'étape i: retirer 1 croisement dans le bloc critique;

ajouter t croisements dans le bloc suivant, s’il existe;
- La suite s’arréte quand (si) on atteint la tresse triviale.

block suivant (s il existe):

bloc critique:
ajouter t croisements

retirer 1 croisement

v 5242 42 2 3 2 7 46 4P
e Exemple: o507, 050y, 05, 0,07, 0,07, 0,0y, 0y, 0, 07, O},
4 3 2
o;, oy, of, o, 1.



Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:

- partant de o, 0,0,: 30 étapes;

- partant de oiojo}:




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de ofojo: 9




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,1




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de oiojof: 90,15




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,9




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de oiojo?: 90,159,95




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de ol0jo?: 90,159,953




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,953,4




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo: 90,159,953,47




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de ol0jo?: 90,159,953,477




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,953,477,6




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de o20j0?: 90,159,953,477,63




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,053,477,630 étapes...




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,053,477,630 étapes...

Et pourtant...

e Proposition A: Toute Gs-suite est finie.



Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,053,477,630 étapes...

Et pourtant...

e Proposition A: Toute Gs-suite est finie.

Mais...



Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o0,0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,053,477,630 étapes...

Et pourtant...

e Proposition A: Toute Gs-suite est finie.

Mais...

e Théoreme: La proposition A est un énoncé d’arithmétique non
prouvable dans I3;.




Un résultat de non-prouvabilité

e D’autres exemples:
- partant de o, 0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,053,477,630 étapes...

Et pourtant...

e Proposition A: Toute Gs-suite est finie.

Mais...

e Théoreme: La proposition A est un énoncé d’arithmétique non
prouvable dans I3;.

le sous-systeme de PA dans lequel I'induction est limitée
aux formules avec au plus un quantificateur 3



Un résultat de non-prouvabilité
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- partant de o0,0,0,: 30 étapes;
- partant de olojo?: 90,159,053,477,630 étapes...

Et pourtant...

e Proposition A: Toute Gs-suite est finie.

Mais...

e Théoreme: La proposition A est un énoncé d’arithmétique non

prouvable dans I3;.

le sous-systeme de PA dans lequel I'induction est limitée
aux formules avec au plus un quantificateur 3

par opposition au résultat du folklore:

e Toutes les propriétés (algébriques) usuelles des tresses

sont prouvables dans 13;.
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L’ordre des tresses

o Démonstration de la finitude des G3-suites?
~+ Elles sont strictement décroisssantes dans un bon ordre. [

o Définition: Pour b,b dans Boo, on déclare b < b’ si, parmi les
mots représentant b~ b/, il y en a au moins un ou le générateur o;
de plus haut indice n’apparait que positivement (pas de a{l).

~ Ex.: On a o, < 0,0y, car cr{la'lcr2 = a'lrr.lofl,
et, dans ce mot, o, n’apparait que positivement.

e Théoreme: (i) La relation < est un ordre total

invariant a gauche sur Boo;
(ii) (Laver) La restriction de < a B est un bon ordre.
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