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e Grand nombre de solutions basées sur des approches variées,
algebre, topologie, géométrie, combinatoire,

o Intérét : variété des solutions :
~ richesse de la structure des groupes de tresses,
~+ grand nombre de généralisations possibles.
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e Domaine : topologie algébrique

y

‘ -
e Méthode : invariant complet & ¥
e Auteur : Artin "47 £ 'm

e Mots-clés : disque avec points marqués, groupe fondamental

e Point de vue : tresse = homéomorphisme

e Arriere-plan : théorie des surfaces, «truc d’Alexander»

e Extensions : mapping class groups, tresses de surface, ...
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Représentation d’Artin

e Tresse = homéomorphisme du disque troué D,,
~» action de B,, sur le groupe fondamental de D,,,
qui est un groupe libre de rang n.

e De la, homomorphisme p de B,, dans Aut(F),) :
T;— $i$i+1$i_1~,
p(o;) : Tit1 > Ty
T — T, pour k #£ 1,1+ 1.

Théoreme (Artin) : L’homomorphisme p est injectif.
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Solution : Représentation linéaire

e Domaine : algebre linéaire

e Point de vue : tresse = matrice

e Méthode : représentation

e Auteurs : Burau’36, Krammer ’00, Bigelow '00
e Mots-clés : coloriage de tresse, opérations auto-distributives
e Arriere-plan : théorie de Coxeter

e Extensions : groupes et monoides d’Artin—Tits
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e Opérations satisfaisant x * (yx z) = (zxy)* (xx 2z) ?

autodistributive

e Conjugaison sur un groupe : T*y = xyx '
Pour F',,

: B, — Aut(F,) :
~~ représentation d’Artin — solution du probleme d’isotopie.

e Moyenne sur un Z[t]-module : xxy = (1 —t)x + ty.

Alors sorties = combinaison linéaire des entrées, donc matrice
~ représentation de Burau

B,, — GL,(Z[t, t71])
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e Domaine : combinatoire du groupe symétrique

e Point de vue : tresse = suite de permutations

e Méthode : forme normale

e Auteurs : Adjan’84, Thurston’88, Morton—EIl Rifai’88

e Mots-clés : permutation, descentes, divisibilité, pgcd

e Arriere-plan : théorie des groupes automatiques

e Extensions : groupes de Garside, ...
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Solution : Retournement de mot

e Domaine : systéeme de récriture

e Point de vue : tresse = diagramme de van Kampen B
e Méthode : réduction

e Auteur : '91 ~»

e Mots-clés : confluence, terminaison, complétude
e Arriére-plan : structure de Garside

e Extensions : semigroupes
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Terminaison

Ou est la récriture ? Lire les étiquettes de Pau a Strasbourg...

Mots terminaux = uv~! avec u,v positifs

Confluence ? Unicité du diagramme.
Terminaison ?

Proposition : Supposons u S et uy =t u, v, = v.

S
o

,U/

Alors il existe v} =1 v/, v =1 v/ t.q. w;

“pocooca
&

Y

Corollaire 1 : Pour u,v positifs, u =" v entraine u v ~ .

Corollaire 2 : Pour tout w, il existe u,v positifs t.q. w ~ uv 1.
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Solution : Réduction des poignées

e Domaine : géométrie + théorie combinatoire des groupes
e Point de vue : tresse = chemin dans le graphe de Cayley
e Méthode : réduction

e Auteur : '95

e Mots-clés : tresse o-positive, monotonicité
e Arriere-plan : ordre des tresses

e Extensions : 7?? (spécifique aux tresses)
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réduire = supprimer o-iil, remplacer chaque

d —e _d
o, par o;
e La réduction des poignées étend la réduction libre o;0;
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XX

e Réduire donne un mot équivalent (donc w - & entraine w = &).

e Mots terminaux = mots sans poignée (= ou le o; de plus petit

indice n’apparait qu’avec un seul signe).
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Algorithme : Partant d’'un mot de tresse w,
- (i) Réduire la premiére poignée de w,

et itérer jusqu’a obtenir w’ sans poignée ;
- (ii) Alors w = ¢ si et seulement si w’ = e.

Exemple : w =05 %07 %0202 : posera=0y,b=0,... A=0; ...
- BBAAbbaa
- BBAbaBbaBa
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- BBbaBaBa
- BaBaBa, sans poignée et non vide, donc w # e.

e Complexité : inconnue



!orrect!on !e |a rel!uctnlon
e Démonstration du point (i) :

« Un mot de tresse contenant o, et et pas o;

1

n’est pas trivial. »

«O>» «F»r <

it
.

2N G



Correction de la réduction

e Démonstration du point (i) :
« Un mot de tresse contenant o, et et pas o,

! n’est pas trivial. »
e Systéme autodistributif ordonné : (S, %, <)

«40>» «F>» «E>» «E>»

2N G



Correction de la réduction

e Démonstration du point (i) :
« Un mot de tresse contenant o, et et pas o;

! n’est pas trivial. »
e Systéme autodistributif ordonné : (S, %, <)

opération autodistributive ordre total t.q. x < x*xy

«40>» «F>» «E>» «E>»

2N G



Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

YYt




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

X




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

X




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

X

T*Yq




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

T*Yq




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

XC
<




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

XC
<

<




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

1

yy&ft

T*Yq

<

(Txy)*yy < .. #x




e Démonstration du point (i) :

Correction de la réduction

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

1

XC
€

<

Y2

T*Yq

X

<

B

(x*y)*Yo

<. #=z

e Il existe des systemes autodistributifs ordonnés :




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

1

yy&ft

Txy; <

(Txy)*yy < .. #x
e Il existe des systemes autodistributifs ordonnés :
- (Laver '89) avec des grands cardinaux




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

1

yy&ft

Txy; <

(Txy)*yy < .. #x

e Il existe des systemes autodistributifs ordonnés :
- (Laver '89) avec des grands cardinaux

- (D. '92) sans théorie des ensembles.




Correction de la réduction
e Démonstration du point (i) :

o Systeme autodistributif ordonné : (S, *, <)

1

yy&ft

Txy; <

(Txy)*yy < .. #x

e Il existe des systemes autodistributifs ordonnés :
- (Laver '89) avec des grands cardinaux

- (D. '92) sans théorie des ensembles.




e Graphe de Cayley de B,, :

«O>» «F»r <

it
.

e



!rap!e !e !ayley
e Graphe de Cayley de B,, :
sommets = tresses ;

«O>» «F»r <

it
.

2N G



e Graphe de Cayley de B,, :

Graphe de Cayley
sommets = tresses ; aréte

82,8

/
pour 3’ = Bo;.




e Graphe de Cayley de B,, :

Graphe de Cayley
sommets = tresses ; aréte éﬁ)oﬁ
e T(A2) =

/
pour 3’ = Bo;.
restriction du g. de Cayley aux diviseurs de Ai dans B;.




Graphe de Cayley

e Graphe de Cayley de B,, : 3 g
sommets = tresses ; aréte oi}o pour 3’ = Bo;.
e I(A?) = restriction du g. de Cayley aux diviseurs de A? dans B;'.
I'(Ag) : Gy @5
O O,
10/ \0 As(= 0y,0,04)
O ey O
o2 020,




Graphe de Cayley
e Graphe de Cayley de B,, : 3 g
sommets = tresses ; aréte oi}o pour 3’ = Bo;.
e I(A?) = restriction du g. de Cayley aux diviseurs de A? dans B;'.
I'(Ag) : e Gnen
9‘.'.'3.'33?\
1% o As(= 0y0,07)
O - O
@5 02071
e Mot tracé a partir de 3 dans T'(A%) :




Graphe de Cayley
e Graphe de Cayley de B,, : 3 g
sommets = tresses ; aréte oi}o pour 3’ = Bo;.
e I(A?) = restriction du g. de Cayley aux diviseurs de A? dans B;'.
I'(As) : O
§.'.'I.'ZI.5\
1% o As(= 0y0,07)
O - O
02

0207

e Mot tracé a partir de 3 dans T'(A%) :

o,0,0," tracé a partir de 1 dans T'(A3),



Graphe de Cayley

e Graphe de Cayley de B,, : 3 g
sommets = tresses ; aréte oi}o pour 3’ = Bo;.
e T'(AZ) = restriction du g. de Cayley aux diviseurs de A? dans B;,.

F(A3) . o;l ..... ?:01‘0.2
14 \o Ag(= 0,0907)

e Mot tracé a partir de 3 dans T'(A%) :
o,0,0," tracé a partir de 1 dans T'(A3),

Lemme : (i) Tout mot est tracé dans T'(A%) pour n,d > 0.




Graphe de Cayley

e Graphe de Cayley de B,, : 3 g
sommets = tresses ; aréte oi}o pour 3’ = Bo;.
e T'(AZ) = restriction du g. de Cayley aux diviseurs de A? dans B;,.

F(A3) . o;l ..... ?:01‘0.2
14 \o Ag(= 0,0907)

e Mot tracé a partir de 3 dans T'(A%) :
o,0,0," tracé a partir de 1 dans T'(A3),

Lemme : (i) Tout mot est tracé dans T'(A%) pour n,d > 0.

(i) L’ensemble des mots tracés dans T'(A2) est clos par réduction.
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Terminaison de la réduction

e Démonstration du point (ii) :

e Soit wg, w1, ... une suite de réductions, les w, tracés dans T'(A%).
Alors il existe u = uqus... tracé dans T'(A%) t.q.,

si w,., w,11 est la réduction de la premiére o, -poignée,
alors u, contient un o, et zéro o, ', sinon u, contient zéro o

e Par (i), le mot u traverse au plus une fois chaque o, de I'(A%)
et il n’y a qu’'un nombre fini d’arétes o, dans I'(A%).
[m] =5 =
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Solution : Coordonnées de Dynnikov

e Domaine : topologie
e Point de vue : tresse = action sur lamination

e Méthode : coordonnées

e Auteur : Dynnikov ‘00
e Mots-clés : algebre tropicale, triangulation, flip
e Arriere-plan : théorie des surfaces, théorie de Nielsen—Thurston

e Extensions : mapping class groups
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e Pour x € Z, on pose x" = max(0,x), x~ = min(z,0), et
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e Pour x € Z, on pose " = max(0,z), z~ = min(z, 0), et
F+(w1;ylvw2ay2) -
(atyl +(yz —21) "ty — 21 Tatyn Hyr +21) 7, ya+20),s
F (3317’!4179327'!!2) =
(@1 —yf —(yz +22)" yatzy 22—y —(y1 — 22),y1—23),
oll 21 = T1—y; —T2+Y5 et 2o =z +y; —T2—y3.
e On fait agir les mots de tresse a n brins sur Z>" par
(a17b17 "'7an7bn) * O'f = (allv /17 "'7a/n7b/n)
avec aj, = ay, et by, = by, pour k #£4i,i+ 1, et
(aj, b}, al,1,bi 1) = F®(ai, bs,ai41,bi41).
e Par définition, les coordonnées de w sont (0,1,0,1,...,0,1) x w.

Théoreme (Dynnikov ’'00) : Les coordonnées de w ne dépendent

que de la tresse représentée par w, et caractérisent celle-ci.
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Solution « coordonnées de Dynnikov »

Algorithme : Partant d’'un mot de tresse w,
- (i) Calculer ses coordonnées par les formules de Dynnikov ;

- (ii) Alors w = ¢ si et seulement si on obtient (0,1,0,1,...,0,1).

- — g 2572,2,2 . Ze@ o
Exemple : w = o, “0; “050; ; coordonnées :

(0,1,0,1,...,0,1) xw = (1,—19,-12,9,0,13,0,1)
#(0,1,0,1,...,0,1), donc w # e.

e Complexité : quadratique en temps, linéaire en espace,
indépendamment de n.
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~ 3n + 3 nombres, déterminant la tresse
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[m] =5 =

~» formules de Dynnikov en itérant quatre fois
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e Domaine : algebre / combinatoire

e Point de vue : monoide de tresse

e Méthode : forme normale

e Auteurs : Burckel’94, D.’07, Fromentin’07
e Mots-clés : automorphisme, générateurs de Birman—Ko—Lee

e Arriére-plan : combinatoire des partitions non croisées

e Extensions : catégories de Garside
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le sous-monoide B,)" de B,, engendré par les a; ;
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Solution : Algorithme(s) de relaxation

e Domaine : topologie

e Point de vue : tresse = homéomorphisme
e Méthode : forme normale

e Auteur : X.Bressaud '05

e Mots-clés : homémorphisme, lacet, stratégie de relaxation

e Arriere-plan : systemes dynamiques

e Extensions : frontiere de Poisson, problemes de stabilisation
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e Une forme normale
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mais surtout un algorithme calculant la forme normale de wo;
a partir de celle de w et de .
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e Question (J. Chamboredon) : Approche purement syntaxique ?
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