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Patrick Dehornoy

Laboratoire de Mathématiques Nicolas Oresme
Université de Caen

Tours, avril 2018

e Des objets finis a la description simple, découverts grace a la théorie des ensembles,
dont certaines propriétés combinatoires ne sont (pour le moment) établies qu'a partir
d’hypothéses indémontrables, et avec des applications (potentielles) en topologie de
basse dimension.
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La loi d’autodistributivité

e La loi d'autodistributivité (a gauche):
x> (yp>z)=(x>y)>(x>z). (LD)
cf. associativité: x> (y>z) = (x>y)> z.

e Exemples classiques :

- S quelconque et x>y =y, plus généralement x>y = f(y);
- E module et x>y := (1 — A)x + A\y;

- G groupe et x by := xyx L.

e Remarque: Ces opérations obéissent & x > x = x (« idempotence »)
» les sous-structures a un générateur sont triviales.

e Q: Conjugaison d'un groupe libre est-elle caractérisée par autodistributivité et
idempotence ? Non (Drdpal-Kepka-Musilek 1994, Larue 1999), obéit a
(xpy)py)p(xpz)=(x>y)>((y>x)>2),...
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Les tables de Laver

e La construction marche pour tout entier
et donne une structure autodistributive shelf ») pour les puissances de 2:

o Proposition (Laver): Pour tout entier N, il existe une unique opération binaire 1>
sur {1,..., N} vérifiant

x>l=x+1mod N et
x> (ypl)=(x>y)>(x>1).
De plus, I'opération ainsi obtenue obéit a la loi
x> (y>z)=(x>y)>(x>2z) (LD)

si, et seulement si, N est une puissance de 2.

» la table de Laver a 1,2,4,8,16,32,... éléments.
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Les tables de Laver: exemples
A3l 1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 6 8 2 4 6 8
All 2 2|3 47 83478
Ao 3 4 8 4 8 4 8 4 8
1 1 2 2 4 5 6 7 8 5 6 7 8
2 1 2 5 6 8 6 8 6 8 6 8
6 7 8 7 8 7 8 7 8
7 8 8 8 8 8 8 8 8
8|12 3 456 738
Ay 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
1 2 121416 2 12 14 16 2 12 14 16 2 12 14 16
2 3 121516 3 121516 3 12 15 16 3 12 15 16
8 4 8 1216 4 8 1216 4 8 1216 4 8 12 16
4 5 6 7 8 13141516 5 6 7 8 13 14 15 16
5 6 8 1416 6 8 1416 6 8 1416 6 8 14 16
6 7 8 1516 7 8 1516 7 8 1516 7 8 15 16
7 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16
8 9 10 11 12 13 14 15 16 9 10 11 12 13 14 15 16
9 10 12 14 16 10 12 14 16 10 12 14 16 10 12 14 16
10 11 12 15 16 11 12 15 16 11 12 15 16 11 12 15 16
11 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16
12 13 14 15 16 13 14 15 16 13 14 15 16 13 14 15 16
13 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16
14 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16
15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
16 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
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e Proposition (Laver): Le shelf A, est engendré par 1, et admet la présentation
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Comportement asymptotique

e La fonction x — xmod 2"~ ! est un homomorphisme surjectif de A, sur A,_;.

la limite projective des Aj est un shelf sur les entiers 2-adiques ;
» on a toujours m,(p) = mr—1(p).

e Quelques valeurs pour les périodes de 1 et 2:

n|01234567891011

(1) 1 1 2 4 4 8 8 8 8 16 16 16
mn(2) = 2 2 4 4 8 8 16 16 16 16 16

e Question 1: A-t-on toujours 7,(2) > 7s(1) ?
e Question 2: Est-ce que 7,(1) tend vers co avec n? Atteint-il la valeur 327

o Théoréme (Laver, 1995) : S'il existe un cardinal de Laver, alors
la réponse aux questions ci-dessus est positive.J
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Grands cardinaux

e Quels nouveaux axiomes ?

e Axiomes de grands cardinaux = des solutions a |'équation
ultra-infini _ _infini
infini fini

» Exemples: cardinaux inaccessibles, mesurables, etc.

e Un principe : « étre autosimilaire, c'est étre grand ».
- A est infini ssi 3j : A — A injectif non bijectif ;
- A est ultra-infini («autosimilaire») ssi 3j : A — A injectif non bijectif
et préservant tout ce qui est définissable a partir de €.

un plongement de A

o Exemple: N infini, mais pas ultra-infini, car, si j : N — N préserve tout ce qui
est définissable a partir de €, alors j préserve 0,1,2, etc. et j est I'identité.
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e Un plongement j envoie tout ordinal a sur un ordinal j(a) > «;
il existe un plus petit a vérifiant j(a) > «: I'ordinal critique de j, noté crit(j).

o Rappel: jip :=j()()---(j), p termes.

e Proposition (Laver): Supposons que j est un plongement d'un rang R. Pour k, k'
dans lIter(j), déclarons k =, k' si

« k et k' coincident jusqu'au niveau de crit(jjn) »

Alors =, est une congruence sur lter(j), elle a 2" classes,
qui sont les classes de j, jiy, .-, jor), la derniére étant la classe de id.

> définition exacte de =, : VxER, (k(x)NRy = k'(x)NRy ) avec v = crit(jjzn))

e Corollaire: Le quotient lter(j)/=y est (isomorphe a) la table A,.

» Démonstration : Iter(j)/=, est un shelf qui a 2" éléments
et qui vérifie ji5) > j = jjp+1mod 2n] POUr tout p. |
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e Lemme 1: Sij est un plongement d’un rang, alors, pour tous m < n et p < 2",

la période de p passe de 2™ & 2™t1 entre A, et Any1
si, et seulement si, ji,) envoie crit(jpm) sur crit(jjn))-

e Lemme 2: Sij est un plongement d’un rang,

alors, pour tout ordinal «, on a j(j)(«) < j(«).

» Démonstration : Il existe 8 vérifiant j(/3) > «, donc il existe un plus petit tel 5:
on a donc j(B) > «, et
vy < B ((7) < ). (%)
En appliquant j a (*), on déduit
vy <i(8) (i()(7) <i(a)). (++)
J

J
En prenant v = « dans (%), on obtient j(j)(a) < j(@). O

e Proposition (Laver): S'il existe un ensemble autosimilaire (= un cardinal de Laver),

alors, pour tout n, on a m,(2) > wn(1). J
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e Théoréme (Steel, Laver): Sij est un plongement d’un rang R,
alors la suite des ordinaux crit(jjzn) est non bornée dans R.

e Proposition (Laver): S'il existe un cardinal de Laver,
la suite des périodes (1) tend vers l'infini avec n. J

e Corollaire: S'il existe un cardinal de Laver,
le sous-shelf de la limite projective des A, engendré par (1,1,1,...) est libre.
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e A-t-on répondu aux questions sur les tables de Laver?
» Non, car I'existence d'un cardinal de Laver est un axiome de grand cardinal,
donc indémontrable a partir de ZF,
et dont méme la non-contradiction ne peut étre établie a partir de ZF.

e L'hypothése de grand cardinal est-elle nécessaire ?
» Probablement pas... Pour le moment, on ne sait pas s’en passer, mais rien ne
prouve qu'elle soit nécessaire ; et il n'y a pas de méthode systématique pour I'éliminer.

o Une tentative : le programme de Drapal, trois étapes menées a bien...

e Un exemple similaire : I'ordonnabilité des shelves libres et la résolution du probleme
de mot de LD,

» d’abord établies a I'aide d'un cardinal de Laver (Laver, 1989),

» puis par un argument direct (D., 1992)
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e Diagrammes plans:

L) SO XK

» projections de courbes plongées en dimension 3

e Question générique : reconnaitre si deux diagrammes sont
isotopes
» trouver des invariants d'isotopie.



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :

- type |:



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :

- type |: QN
— —



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :

- type |: QN N-p
— ——] —



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :

- type |: QN N-p
— ——] —

- type Il :



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :

- type |: QN N-p
— — —
- type Il: \//\N
- |



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :

B8

- type |:

\
i

/
\

~
~

- type Il : -

\
(



Mouvements de Reidemeister

e Deux diagrammes représentent des figures isotopes ssi on peut passer de I'un a
I'autre par une suite finie de mouvements de Reidemeister :

B8

- type |:

\
i

/
\

~
~

- type Il : -

\
(

- type Ill:



Mouvements de Reidemeister
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Coloriages

e Fixer un ensemble S avec deux opérations >, 5,
et colorier les brins des diagrammes en suivant les regles:

b o~ a b_\/—»a[Sb
t
awa © a ="~ p .

e Action des mouvements de Reidemeister Ill sur les couleurs:

@ & a a
b =" N\ o avb /-> avb
a — a>(b>c) (a>b)>(arc)

» Les S-coloriages sont invariants par Reidemeister Il ssi (S,>) est un shelf.
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e Idem pour Reidemeister I1:

b>a

a = N— 2 3 —3Q \b/ b>(bSa)

arb

» Les S-coloriages sont invariants par Reidemeister 114111 ssi
(S,>) est un shelf avec translations a gauche bijectives

un rack (Fenn—Rourke)

e Idem pour Reidemeister | :

a a
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(S,>) est un rack idempotent
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e Ces cocycles ne sont pas triviaux: par exemple, le cocycle « période » 1,
t.q. ¥n(x,y) =1 ssi y multiple de la période de x dans A,.

divisibilité a droite

e Question : Que comptent tous ces nouveaux invariants de tresse positive ?

e Résultats analogues pour n-cocycles pour tout n (Lebed, 2016).

e Conclusion : Espoir raisonnable d'application topologique des tables de Laver.
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e Les propriétés des périodes dans les tables de Laver sont-elles
une application de la théorie des ensembles ?

- Pour le moment, oui;
- Dans le futur, formellement non si on découvre des démonstrations
sans hypothese de grand cardinal.
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