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Il était une fois la théorie des ensembles...
...I’histoire d’un (ou deux) malentendu(s)

Patrick Dehornoy

Laboratoire de Mathématiques
Nicolas Oresme, Université de Caen

e Comment une magnifique théorie scientifique a pu mener a la catastrophe (?)
des « » : ce qu'est la théorie des ensembles.
e Une promenade de 140 ans en compagnie de grands génies des mathématiques...



. Une réforme déroutante

. Le temps des pionniers (1873-1900)

. Le temps des malentendus (1900-1970)

. Et aujourd’hui ?




Plan :
0. Une réforme déroutante

1. Le temps des pionniers (1873-1900)

2. Le temps des malentendus (1900-1970)

3. Et aujourd’hui ?
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La réforme des « maths modernes >

e 1967-1973 : Commission Lichnerowicz
e Réforme pour

&« moderniser |'enseignement des mathématiques
I'école primaire, au collége et au lycée
André Lichnerowicz

en insistant sur les structures mathématiques »

o Fondée sur la théorie des ensembles,

et le traité de mathématiques de Nicolas Bourbaki
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Le temps des patates et des fleches
e La réforme : plus de nombres, plus d’addition ou de multiplication, plus de
géométrie... des ensembles et des relations !

I schéma d'un ensemble l -
R = {crocodil,coben, umlon, o, e |

Ty don s tromedes ot explie
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Le temps des patates et des fleches

I schéma d'un ensemble l
L . .o
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Ty don s tromedes ot explie

e La réforme : plus de nombres, plus d’addition ou de multiplication, plus de
géométrie... des ensembles et des relations !
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De droles d’exercices...

e Personne ne savait ou tout cela menait, et cela donnait de droles de résultats...

Caleul mental  spprondre Ios tables d'sddition : additionner 1, addition-
ner 2.

1. LES ENSEMBLES

I Ensembles et éléments

€leve prard un baton de crale blanche, un biton do craic
rouge. un batan de crelo jauno, un biton de craia verte. On il
de e,
Estce lo méme onsembla si ca: s sont placds dans
dans un Liroir. sur un coin de table, sur le bureat
entourés duno ficelle ? (oul)

et de V'ensemblo,
— Souvent on désigne un onsembla par tne fettre majus
par oxemple A et chacun des cléments par i lstire minuacule,
par exemple b pour fe morceau de crale blanche, r pour le mor.
cozu de craie rouge, | pour e morceau do Graie jaune, v pour

Lensemblo " cst forme des dléments b, r. | v: b ast un el
mentdo

S 3 i i 2 S i
Eliment do 87
Ecris [onsamble G des noms dos ours e s semains G =

e o v i s
Ensembles égaux

M Dulac  trois enfants : Evelyne, Flarence, Valéric désignés
.

par o,

Quels sorit les sléments de Iensemole M dos enfants de

N Dula 7

Guals sont les élémonts do. lensemble N des flles do
™ Dul

165 onsernblos M et N sontils formes des mémes dléments ?
Lo onsemblos M et N son! dgau

—On'a le droit diénumarar Ioe &léments un easerblo dans
{10:259:370t G ={4:2; 10: 3} somt

10; 55 2; 3} Tous les éléments de B sont-
de 17 Tous los dléments ce H soncils dléments.

P ost uno paire.

On chorche Iensembla D des roms des mais de trento jours.
e mois sont & cherchor dans |'ensemble plus vaste £ —{ jan-
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De droles d’exercices...

e Personne ne savait ou tout cela menait, et cela donnait de droles de résultats.

Caleul mental : spprondre lo tables d'scdition : adctionner 1, addon-

1. LES ENSEMBLES

I Ensembles et éléments

ool lava prard un on do el biancho, n biton do cralo
rouge. un batan de crelo jauno, un biton de craia verte. On il
Gl 5 dana la ain un ehsamll o sators e erars

— Estee le méme cnsemble st ces hitans sont placds dans
me bole, dans,un Urlr, sur un can d able, s Io burea

antourds duno il 7 (oul

S Ehacun dow t de Vensomblo

— Soavent on-désione un nsemble par e :

ar sxomple A ot chacun ds ol : ]

far e

Cozu de raie 00, | pour |8 morces 0o Grae jauns. v pour

le morceau dc craxc ‘.uh. On écrit L &
o

enmambio A'is 0rme das dérans b, ., v3 b et tn 16
ment

S 3 i i 2 S i
Eliment do 87
Ecris [onsamble G des noms dos jours de & semsine G = lur-
d ‘Samed estil un clément do cot ensemblo ? Midi sst.
it un élément de cet ensemble

Ensembles égaux

M Dulac  trois enfants : Evelyne, Flarence, Valéric désignés
o1,

par o,
Quels sorit les sléments de Iensemole M dos enfants de
N Dula 7

Quals sont les clémarts do Tensemblo N des files o

Les onsembles M et N sontls formés des mémes dléments ?
Les ensemblos M et N sont égaux.
— On a ls droit d'énumérr los #léments c'un ensemblo dans

4:2;10: 3} sont

' Sfat bJou bien P —{ b al
P st une paire.

n chorshe Iensembio D das poms des mois do tanto jours.
Cas mois sont & cherchor dans I'ensemble plus vaste £ —{ jan

féu I‘ccmbm] quon appelle univers, Commant
Tarcuer fea iémants do
e Tensstihion o st sl o
atiribué aux autres éléments.
eléments do E | Janvier _fovrier _mars
Bo0F D, rumeros des dlements 4iE | 0 g
awil  mai jun jullet _sout _seplembre _ostobre

T T g T o

novembre _décembre
o i

{ avel ; juin s soptembre ;

Lupivrs et o i, On hercho e clémens o Fenzeble

F'les o o, mols dans jesquel Huro 1a st . Fais 1o
tobles clemants do E_| Janver_fewior_mrs
e T S

e S n limont do o oumér 1 M st un
mant 45 1 non © numéra

Eoris : 7~ { janvir ..

IV Ensemble vide

3,05t s unvors i prénoms. J = { Andre; Mare; Haline
St pe]

+ I'ensemble de cos prévoms qui commencent par la
esre s, Fs lo tableay

dloments de J |
pour K, numéros des élements de J|
Quel numéro as-tu mis partout 7 K a-til des
Fonsembie vice.
Dans lunivers des mois de anndo, cherche les Glémants de
Pensemble L des noms ces mois de trente-deux. jours. Com-
ment eppellestu 17

ements 7 K est

Ropronons C = { undl..]. On reprsente enscrmble G a
o Shagramme. Ls o o Ia courbe farmée n's pas dmpor:

schéma représentant lmivers F du paragraphe Il
Sur Ke “némo dossin, obtlens un schéma représentant Tansem:
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De droles d’exercices...

e Personne ne savait ou

Caleul mental  spprondre Ios tables d'sddition : additionner 1, addition-
ner 2.

1. LES ENSEMBLES

I Ensembles et éléments

ool lava prard un on do el biancho, n biton do cralo

fouge, un batan de crale jaun Verte. On dit

Gl 5 dana la ain un ehsamll o sators e erars

— Estee le méme cnsemble st ces hitans sont placds dans

e boite, dans un trolr. sur un coin de table, sar le bureat
ui)

entouréa uno ialle ? (oud
o * de Tensembla
 Souvant o désiane ' sz e .
ar oxample A ot chacun des Gl . .
B o : B
le morceau dc craxc ‘.uh. On écrit L
s
enmambio A'is 0rme das dérans b, ., v3 b et tn 16
nent

S 3 i i 2 S i
Eliment do 87
Ecris [onsamble G des noms dos jours de & semsine G = lur-
d ‘Samed estil un clément do cot ensemblo ? Midi sst.
it un élément de cet ensemble

Ensembles égaux

M Dulac  trois enfants : Evelyne, Flarence, Valéric désignés

par o,

Qusls wont es dlemenis do Tensemole M dos enfants de

N Dul

Gusle wm les éléments de lensemble N des files do
Dul

Lo Graarplos et N sontis fornss des mdmas léments

Les ensemblos M et N sont égaux.
— On a ls droit d'énumérr los #léments c'un ensemblo dans

Tordre qu'on ve
Los ensombles B = {10:2; 3; 4 Jot G ={4:2; 10: 8} sont
Bis pourguo
210 52 2. 97, Tous s ctments do 8
o 12 Tos 13 daments. o H sontila dlémans
s dron derio

' Sfat bJou bien P —{ b al
P st une paire.

n chorshe Iensembio D das poms des mois do tanto jours.
Cas mois sont & cherchor dans I'ensemble plus vaste £ —{ jan

féu I‘ccmbm] quon appelle univers, Commant
Tarcuer fea iémants do
e Tensstihion o st sl o
atiribué aux autres éléments.
eléments do E | Janvier _fovrier _mars
Bo0F D, rumeros des dlements 4iE | 0 g
awil  mai jun jullet _sout _seplembre _ostobre

T T g T o

novembre _décembre
o i

{ avel ; juin s soptembre ;

Clvers st o i, O s e clemens o anzontl
F s nom de mols dans lesquels iuro 1a et . Fais To
tobles clemants do E_| Janver_fewior_mrs
T Fraa el
o 1 out : umtra 1 Mk el on
mant 45 1 non © numéra

Eoris : 7~ { janvir ..

IV Ensemble vide

3,05t s unvors i prénoms. J = { Andre; Mare; Haline
St pe]

+ I'ensemble de cos prévoms qui commencent par la
esre s, Fs lo tableay

dloments de J |
pour K, numéros des élements de J|
Quel numéro as-tu mis partout 7 K a-til des
Fonsembie vice.
Dans lunivers des mois de anndo, cherche les Glémants de
Pensemble L des noms ces mois de trente-deux. jours. Com-
ment eppellestu 17

ements 7 K est

esion G (| o a1
e L o 2 oo i i v

schéma représentant lmivers F du paragraphe Il
Sur Ke “némo dossin, obtlens un schéma représentant Tansem:

tout cela menait, et cela donnait de drdles de résultats.

ention| Bors est n habiant do Moo, end un hablant
de faris, John de Londres ol Velério de Aome. On a Je drolt de
parlor o lensomble qu s forment, de dossiier lo dhomaiog
corraepondant sansles convoquer tous  deals pou les anios

On a sussi le drolt de parler de L'ensemble dant les &léments
sont Vercingétorix, Glovs, Charlemagne cui nont poortant pas
@ la méme époqus.

Exercices et problémes|

i

. n 8 Teremmiie A {4

Comment pauon appast cot

s et co e s
1ps, arscouile sont des

et © e mis qu commescet a5, n eneentl  da

b
5 o ot B A R S e o
ot o i s 1500

9 o o o sl s « m
Tt e

7. g o e s st i u.".m, ae
ot uns roios corenine v b

au mende «

nsemblo dos Erst i

e i st on s e ot i ctr
o o mime . Ve & e - { Logs X0 Lo e s
Quelle fauts a-+il commise 7 i A i

o tmatesn = [ mipiriiik] wes { stk ]
w o = {1:7:3:0) w0 { as7isise]

ot~ (5w} qere { mimixin)
o J wer= { mcmixin

ESF

oo L s 0 et e o
ot Tl & rd s o S 5
ensenble o Gex nomores o Tensemsin A duns eomel o1 frpme
crtre's 7 '

Lo g sun enserve 8
oo

eiis sarmi covx un uners A
2 St

rnuvaanAm\mﬁmm:msd.A Tt e

R

dun ensamtic D son cholels parml caux Sun s C on
€ = LoTRIES AT T S A
Smakbe’e S -

10 umicos 4 aament de O s
56 ke o S Tt e o

13
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De droles d’exercices...

e Personne ne savait ou tout cela menait, et cela donnait de droles de résultats.

Acion] s st un bbint d Moscot, s un abtan
do Pl do do 1 Valrls do Roms. On a'Jo G g8
parlar G Fensomie s forment do Soosrer s dacros

fé dé emm] qulon appelle univers, Comment
marsust 1o 416ments de D

Caleul mental : sppronre Ios tobles d'sddition : additionner 1, additton-
s on convenant do oy st fo i 1 o uméro 0 st corraspondant san Is3 convoqie tous & ol pou 165 oo
Sitribué sux utres élémen e e i
s el e 2 2ussi lo drolt de parler de fensemble dant fes éléments
I o £ | sont Vercngitori, Clov, Charlemaanc G 'art pouriat s

LILES ENSEMBLES paur D, mmeres des Ao E T 0 T b sl LT

auil juin__jullet _so0t _septembre__ostobre
g et

1 Ensembles ot &léments s
Un 6l prard un biten do crae bancho, un biton do crala . Exercices et problémes|
rouge, un baton de craie joune, un biton de craie verte. On dit [ aweil ; juin ; septembre ;
qu'i a dans la main un enrmba de bitons de rms :
= Eston o nims. snsembla s cas Siara sonk i dins 5
e boft, Gams n (i Sur un Can de tabier S 1o Buvem Lnivers E s 1 mime. On cherche les léments do lensombls
oui) F s noms e mols dons lesquels iguro la letre . Fais To

1 . n 8 Teremmiie A {4

B
557 9] Comment pautan aposier cot

s voysies o natre alpnasel
3. Adton le drot de e aue 1ps, arscouile sont des o6

cun des bilons est un lément de lensemble. tabloay cléments de £ | janvier_févricr_mars bt
T "“L'irin”a"ef‘é’wilﬁﬁmf&ﬂ‘.\"f» wi'é'ri e Uk ke sasRidneiee = 1 £ ) © o mots Qut cammencen pa 5, un erses
par exer p\: Mmur le morceau de o ¥ pour le mor- Janvier est. \Lun élément de F " oui : numéro 1; Mai est(l un rminent par un u. bdah o L]
Bkt s, beals w5, BOLE L6 Mkt o mr o T Elémant ds F 7 non - toméro . Eets ersonbl € des ol au ot r8on en Fance s o s
¥ ordeay do cv:xc verio: On den ! & Eoris © F = { janvir ] 720 s 5 el
A=l b v it o ot o sl e« maatocu s«
L'ensemble. A est (nrmt des éléments b, r, |, v; b est un élé. q“" St . S <
i 7. b oo st u.“.m, de Fonservi dss B cui
SOt {17253 4}.3 cotil un elément de 57 5 estil un IV Ensembl o ot une fanire conmuns avec s fro
Slament do 87 5. Guan an ke L it s srsoit o ' o o ok
e Tensgmble G dosnoms do jours 4 s semain © Lo 3 03 un mivers e prénams. 3 = { Anirs; Mari . lane fois 1o méme élemen. Jeus & S0 1 { Lo Mty Oy e dour
L Christophe ; R Gt ket commaa S © L Laue X 2

d Samed estl un lémant de cat ensembie ? M o
il un élémant de cet ensemble 7 K et Topsomie. do ces prinoms qu commarcant par

ertre . Fais lo iablea o tosmn A= (mipieiin] wn= {piikiin )

Enscmbles égaux dlgments do 1 I o o 7 A :
Four K, numéros des éléments do J1 0. vcc’n‘,.mm {1:1i3:0) wo= {ei7:55118)

= Dulc o enfnts : Evlyne, Florence, Valéri dssigns Qe AJTHAFD anatu i pertouL? 1 achildhee Wiimenits 4 K ot

oonanE < {niiese) wor = { miwiniie)

r o,
Blals sont. les lemonts do Tensomsle M dox enfants de
N Dul

Gusls wm les éléments de lensemble N des files do

Dans lunivers des mois de anndo, cherche les Glémants de|
Penssmble L des noms ces mois de trente-deux. jours. Com-
ment eppellestu 17

N ongemon s o i rod e
122 et o st s deo mémes démens R T SRR )
g e I = e ek bt bl

eyt P AT TR R s

oo 9 des
o 1 2 Guel st
Tevsoreie A dins Tesms n o

Los ensermbles B 4125 10; 3} sont
. Dis pourguol i Reprenons C = { lundl.... On représento 'snscmble C at o¥y 1 Los siments dun esembe B som chais pami coux s wn
o s lomons d 8 e, L4 ot de e corve e ' s impor: v s g r gy o
a o H sontils éléments o oy oy B S
naTE i sen e it 508 7 i35 L
P est un ensemble. a dcux Nén ents a et b. On a le droit E’"“ i S WAl ‘ ! +u 4z tw
décri {a:bjoubien P ={ b; al. i e ensemsios A 1 B
P eat o pale. ke e s o e V.m caug cn wivers G on
=t au'c = POTETES N A

complte e tebesu - lomerss da &

P L m—
S o e e e i

schéma représentant lmivers F du paragraphe Il

et de G
Sm ,e e e e e actiuts roprSaAneac Taneany 56 ke o S Tt e o
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De droles d’exercices...

e Personne ne sava

vier; février; mdécembre} qu'on appelle univers. Comment les de résultats...
?

marquer les éléments de D ?
en convenant de leur attribuer le numéro 1;
attribué aux autres éléments.
éléments de E

le numéro 0 est

| janvier  février mars

Calcul mantal : spprondre o tables d'sdditon : adctionner

1. LES ENSEMBLES

I Ensembles et éléments

in éléve prerd un baton e erie blanche, un b

rouge, u by 2lo jauno. un biton da oraia v
qull & dans la main un ensemble de batons e cra
o Fikes le mémo snsemble st ces btors ont
e boft i troir. sur un coin de table,
entourés duno ficlle 7 (oul)

— Chacun des bétons est un 616

— Souvent on dasigne un orsen

ar ovarmple A ot chicun tos Gl

or sxemple b pour 6 morease de crle slanche &

cozu de craie rouge, | pour le morcea

le morceau de crai On écrit L
i !

={bir:i:v
Lensemble A est forms das éléments b, r, |, v; b
ent o A,

SoitB ={1;2;3;4}3 estil un elément de 57|

elémont de &7

el [anagmble G des noms dog ours do o semain
Samed esti un dlémant de cat onserblc

L Gidemant o oot o

M Dulsc  trois enfants : Evelyne, Florence, Valéric désis
r o,

par o,
Quels sorit les sléments de Iensemole M dos enfants de
N Dulas ?
Quals sont les Gléments do 'ensemble N des fillss de
NP Dulsc 7

S8 N sontils formés doo mémes dlémnts ?
Los onsomblos M et N sont égat
o 'a o drott dénumérer et Sments dun ensentle dans

102,358 Jot 0 =[4:2: 10: ) sont

do H soncils léments

s 8 ot b. On a ls droit

al

on
Gas mois sont & cherchor dans |'ensemble plus vaste £ —{ jo

chorche fensanble D dos roms des meis do rento ours.

"

o B2 n bt g Moo, s bt
2o o ondres o Ve o fome. Sn'a o benent
o Menuambiaauils formant. Jo doesier s draporses
oant sons o8 convoauer ous b Se0e pou 1 amom
[ ieaie.

s 1o ol do parler do Fenaomble dont as &iéments
reingitors, Clows, Charlemagns cul Wont oo pos

o

0
octobre
0

pour D, numeros des éléments de E | 0 [i]
avril mai juin juillet aolt septembre
1 1] 1 0 0 1
novembre  décembre
1

Ecris les éléments de D.
novembre .

L'univers E est le méme. On cherche les éléments de I'ensemble
F des noms de mois dans lesquels figure la lettre r. Fais le

tableau. ¢léments de E | Janvier févricr mars...
pour F, numéros des eléments de E | 1 1 1

Janvier estil un élément de F? oui : numéro 1; Mai est-il un
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De droles d’exercices...

e Personne ne sava les de résultats...

vier; février; A.Ade’cembre} qu'on appelle univers. Comment
marquer les éléments de D ?

en convenant de leur attribuer le numéro 1: le numéro 0 est

attribué aux autres éléments.
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D’autres exercices bizarres

n Le signe 3 est un symbole employé pour désigner
e nombre d'objets de I'ensemble.

Le symbole A désigne a farme des objets
el

3+2=5

3| 2et 5 désignent le méme nombre.

IE] = On place le signe = entre deux symboles désignant
la méme chose.

2 est un symbole qui dé

ne le point marqué en
B est un symbole qui désigne la ligne tracée en
rouge.

6 est le symbole qui désigne ce coureur.

A école, chaque éléve dispose d'une étiquette
avec son prénom et son nom.

Jean DUPUY | est un symbole qui désigne un

éleve.

(o [7] On peut désigner un nombre par une lectre. Si
05 on disigne par I nombre d'objets de cet nsemble
on peut écrire

n—4

. Dessine qualre tquties déslgnant
des’ couleurs. Pour chacune &t une
Soaite Rocommencs avec 3 tiqueties
Pout Gesigner des. form

« 2. Qualle est la signification
de cette étiquette?

mplets ligalis avec une tiauete
é:m' en lettre:

Ecris de méme une égalité avec chacun
des symboles

B X

.3 Ce symbole concerns
la couleur : désigne-til
une couleur? Pourauoi?

e boite contient 7 jetons bleus
5 jotons. rouges, | Dm quel but peut-on
omployer ce symbol

Que désigne-tl aussl dans e ces des
jstons do cette b
e e e Jlons on_utiisant

Complte V6gaits :
non 36

s Cﬂmpﬂie les égalités

m&-

. rouge

axite den gens qu dcrirslont un aulte
ner cette couleur : de qui
' chare

e poura
w‘i ot Een

e d =

Des doux symboles qui désianent e
méme forme, lequel te
commode? Pourquo’

une dtiquette pour
ggsignar le Draprité dee obiats antourés

dans le schéma. Peux-tu écrire une éga-
tg?

o5 B = ron

Que penses-u de cotts doalté? Elle pout
s raie, f on o cansidare que cefal

e aasine un o, ensembio d obiel eis.
ek isant los symboles précédents dans
le' schém;

« 6. Compléte chaque égalité avec le
symbale convenable.

« 7. @D Dessine un obiet ayant la
Teprésentée par ce symbole.

Recommence avec chacun des deux
autres
non

L]

Setis? i Van ne Voya pes
it-on comprendre faci:
1 °de  T'tiquetio?

Dessine une autre étiquetie pour I'en-
Somblo. des_ oblets entourés d'un trait
noir que\le dot &tre sa signification?
o 12. Essaie de dessiner deux symboles
Bour ddsigner chacone des propnétés ¢
\..c . épais.
dique Ia signification de chacune
gl

 une 3¢ o gonre
e c8 o

iquette
amite:
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D’autres exercices bizarres

Le symbole A désigne la forme des objets
de I'ensemble.

Le signe 3 est un symbole employé pour désigner
le nombre d'objets de I'ensemble.

3+2=5

3| 2et 5 désignent le méme nombre.

On place le signe — entre deux symboles désignant
la méme chose.

a est un symbole qui désigne le point marqué en

B est un symbole qui désigne la ligne tracée en
rouge.

6 est le symbole qui désigne ce coureur.

A école, chaque éléve dispose d'une étiquette
avec son prénom et son nom.

Jean DUPUY | est un symbole qui désigne un

éleve.

On peut désigner un nombre par une lettre. Si
on désigne par n le nombre d'objets de cet ensemble
on peut écrire

n—4

. Dessine qualre étiquties déslgnant

des’ couleurs. une écris_une

o Recommence avec 3 éliqusties
e ormes.

« 2. Quelle est la signification
do cotis Slguetiel

mpite Igaé avec une tiauetie
St o letr

Ecris de méme une égalits avec chacun
des symboles

i
couleur : désigne-t-il

e couner Peuraant

Une boite contient 7 jetons bleus
et 5 jetons rouges, Dans quel but peut-on
Smployer ca symbole?

ne-tl auss dans e cas des
bo

o5 B = ron

Qua penseg-tu do cott égall? Elle peut
Gtra vraie, Considére que certain

Shfote ™ dossine un fel ensemblo d-o jets,
en mmsanl ot symboles précédents dans
e

« 6. Compléte chaque égalité avec le
symbole convenal
" non vert=

% a
v 7. @ Dossine on coiet aant In

représentée par ce symbole.

Recommence avec chacun des deux
autres on

4

[Compiate 1égaiité ©
non

. 5. Compléte les égalités
non =

.9 rouge

\ asate 008 gens qul derralent un autre

o o désigner cetts couleur  do aui

pout fs'agir? Comment pourras-tu cher-
 un tel mot? Essale.

o @ =

Des doux symboles gui désianent e
méme forme, lequel te

Francis a des
FEANCIS % Brophils es oblats sntourés
d'un trait rouge : quelle St Sgniication

Cetfe éfiquatto? Si l'on i
los ‘objets pourrait-on comprendre faci-
loment la signification de I'étiquette?

Dessine une autre étiquetie pour I'en-
semblo des objets entourés d'un trait
foir - quelle doit étre sa signification?

o 12, Essaie de dessiner deux symboles

« 13. Indique la significalion de chacune
des. étiquetts.

Dessine une 3 diquste du méme gonre
etin o sig
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D’autres exercices bizarres

a Le signe 3 est un symbole employé pour désigner
e nombre d'objets de I'ensemble.

Le symbole A désigne la forme des objets
de I'ensemble.

3+2=5

3| 2et 5 désignent le méme nombre.

On place le signe — entre deux symboles désignant
la méme chose.

B

- a est un symbole qui désigne le point marqué en
B est un symbole qui désigne la ligne tracée en
rouge.
6 est le symbole qui désigne ce coureur.
Al chanos Sb d.spm d'une étiquette
avec son prénom et son
Jean DUPUY | est un symbole qui désigne un

éleve.

(o [7] On peut désigner un nombre par une lectre. Si
on désigne par n le nombre d'objets de cet ensemble
oo on peut écrire
n-4

1. Dessine o
des’ coulours.
&galité. Reco!

« 2. Quelle e
de cotto étiau|

o I'éd
Eerite on lettr

Ecris do mér
des symboles

&E’\;ﬁ(

désigne-til

i
coulour ¢
e couner Peuraant
o bolle contient 1 jetons bleus
%45 jotons rouges. quel but peut-on
omployer ce symbole’

Quo désigne-til baussw dans le cas des

o 4seain des jotons en_utlisant
o' :ymbole e ntcant ot mitros symbelos
dans le schéma. Peusctu écrire une éga-
iter

o5 B = o

Que penses-u decotl dglla? llepeut

S s oo Conbeb uo ol
e e i ansem & objts:

a0 symbelesprcadents dand
e

» 6. Compléte chague 6l avec lo
R ond
non vert =

x
o D e o e

eprésentde par co symbole.

Recommence avec chacun des deux

autres
non

4

ompléte I'égalité :

non ’ = ...

3. Compléte les égalités

o[t

Des doux symboles gui désianent e
méme forme, lequel te

rancis o dess

ésigner la nmwm dos objets entourés.
uelle sy\laslgmlmaum\
Si 'on

o une aulre étquetts pour Lor
semblo des objets entourés d'un trait
o uehe dol sire sa signcation”

o 12. Essaie do dessiner deux symboles

« 13. Indique la significalion de chacune
des. étiquetts.

et du mome genre
o sign
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Le casse-téte des parents
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et

Le casse-téte des parents

« Si vous ne voulez pas perdre la face, parents, ce livre

est fait pour vous, car vous devez d’abord comprendre
la véritable nature des mathématiques modernes. »

TEray
*ens Bezang
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La fin d’une réforme

e Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays : « New Math » aux USA



o Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays

La fin d’'une réforme
Peanuts by Charles Schulz

« New Math » aux USA
EQUWALENT GETS...
NON-EQU!

NG TWO... SUBSETS..
VALENT SETS.. _ | |'JOMING SETS . NUMBER
"SETﬁWOE "SET5 OF TWO", | | SenTences.




La fin d’une réforme

e Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays : « New Math » aux USA

Peanuts by Charles Schulz

| "EQUIVALENT 6ETS..

ETeoow

o

e Apres 1980 : abandon progressif des « maths modernes » dans I’enseignement
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|

1
n
tht
S
ye)
?



La fin d’une réforme
e Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays : « New Math » aux USA
Peanuts by Charles Schulz

e Apres 1980 : abandon progressif des « maths modernes » dans I’enseignement

(1983 : retour de la géométrie dans les programmes des lycées)
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La fin d’une réforme

e Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays : « New Math » aux USA

Peanuts by Charles Schulz

| “EQUIVALENT 6ETS...

i

=

o

RENAMING TWO.. SUBSETS..

e Apres 1980 : abandon progressif des « maths modernes » dans I’enseignement

(1983 : retour de la géométrie dans les programmes des lycées)

e Aujourd’hui, les « maths modernes » sont bien oubliées... mais

u]
|
1
n
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La fin d’une réforme

e Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays : « New Math » aux USA

Peanuts by

“SETS..
"ONE TO ONE
MATCHING..

")

. EGQUI

VALENT

RENAMING TWO... SUBSETS..
JOINING SETS . NUMBER
SENTENCES . "PLACEHOLDERS.

ALL I WANT TO KNOW 16,
oW MOGH 15 To AND T ?

e Apres 1980 : abandon progressif des « maths modernes » dans I’enseignement

e Aujourd’hui, les « maths modernes » sont bien oubliées...

Comment en est-on arrivé a ce gachis ?

mais




La fin d’une réforme

e Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays : « New Math » aux USA

Peanuts by

“SETS..
"ONE TO ONE
MATCHING..
‘f

RENAMING TWO . SUBSETS..
JONING SETS....NOMBER _
SENTENCES .- PLACEHOLDERS.

ALL T WANT TO KNOW (S,
oW MOGH 15 To AND T ?

e Apres 1980 : abandon progressif des « maths modernes » dans I’enseignement

e Aujourd’hui, les « maths modernes » sont bien oubliées...

Comment en est-on arrivé a ce gachis ?

mais

Et, a propos, la théorie des ensembles, qu’est-ce que c’est ?




. Une réforme déroutante

. Le temps des pionniers (1873-1900)

. Le temps des malentendus (1900-1970)

. Et aujourd’hui ?




Un jour Cantor est venu...

e La théorie des ensembles, c’est une théorie de I'infini.
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e Et puis Cantor est arrivé...

Georg Cantor
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e Et puis Cantor est arrivé...

e 1872 : correspondance avec Richard Dedekind
sur la question de la numérotabilité

Georg Cantor

Richard Dedekind
——
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e 1872 : correspondance avec Richard Dedekind
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Georg Cantor
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Un jour Cantor est venu...

e La théorie des ensembles, c’est une théorie de I'infini.

e Depuis I’Antiquité, I'idée de I'infini est la avec la suite sans fin des entiers 0,1, 2...
mais c’est une limite inatteignable, pas un objet d’étude mathématique.

e Et puis Cantor est arrivé...

e 1872 : correspondance avec Richard Dedekind
sur la question de la numérotabilité

e 7 décembre 1873 : lettre a Dedekind...
« L’infini des nombres entiers
n'est pas celui des nombres réels. »

Georg Cantor

.. , Richard Dedekind
La théorie des ensembles est née... J nichard edexind




Numéroter les éléments d’un ensemble

e De quoi parle Cantor ?
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e De quoi parle Cantor ?
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e De quoi parle Cantor ?
De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble

e On peut numéroter les entiers relatifs :



e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble .
e On peut numéroter les entiers relatifs :
. 30 20 —1le 0 o1 o2 o3

04 J




e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :
- 30 20

0
—1e 0 o1 o2 o3

04 J
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :
- 30 20

0
—1e 0 o1 o2 o3

04 J
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

2 0
. 30 20 10 °0 o1 o2 o3

04 J
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :
- —3e

2 0
—20 1@ 0

o3
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

2
—20

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

0

-1 °0

o3

04 J
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’un ensemble
De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

2 0
—20 -—1e °0

3
o1
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’un ensemble
De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

2 0
—20 -—1e °0

3
o1
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’un ensemble
De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

2 0
—20 -—1e °0

3
o1
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

6 4 2 0 1 3 5 7
—30 20 —1le ®0 o1 o2 3 LY J
e On peut numéroter les nombres rationnels

DA



e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

6 4 2 0 1 3 5 7
—30 20 —1le ®0 o1 o2 3 LY J
e On peut numéroter les nombres rationnels
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

6 4 2 0 1 3 5 7
—30 20 —1le ®0 o1 2 ' o4 J
e On peut numéroter les nombres rationnels
ol o2 o3 o4 o5
1 1 1 1 1
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble
e On peut numéroter les entiers relatifs :

6 4 2 0 1 3 5 7
—30 20 —1le ®0 o1 2 ' o4 J
e On peut numéroter les nombres rationnels
el e2 o3 o4 e5
1 1 1 1 1
ol o2 3 o4 o5
2 2 2 2 2
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e De quoi parle Cantor ?

Numéroter les éléments d’'un ensemble

e On peut numéroter les entiers relatifs :

De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble

6 4 2 0 1 3 5 7
—30 20 —1le ®0 o1 2 ' o4 J
e On peut numéroter les nombres rationnels
el e2 o3 o4 e5
1 1 1 1 1
ol o2 3 o4 o5
2 2 2 2 2
ol o2 3 o4 o5
3 3 3 3 3
v
a

DA



e De quoi parle Cantor ?
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e Démonstration : Soient X, X1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x
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~» Pourrait-on numéroter tous les ensembles infinis ?

e Théoreme (Cantor) : On ne peut pas numéroter les nombres réels.

e Démonstration : Soient X, X1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x
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Xp = ..., €Co,0 Co,1 Co2 ---
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e Théoreme (Cantor) : On ne peut pas numéroter les nombres réels.

e Démonstration : Soient X, X1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x
différent de chacun des x,,. Pour chaque n, on écrit le développement décimal de x,,
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Plan :
0. Une réforme déroutante

1. Le temps des pionniers (1873-1900)

2. Le temps des malentendus (1900-1970)

3. Et aujourd’hui ?




o




e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?




e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »




e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell)

Bertrand Russell

DA



e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

DA



e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

DA



e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

DA



e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

DA



e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

DA



e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

e Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles,




e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

e Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles, mais

comment ils fonctionnent :




e Un probleme mal

Des difficultés..

et une solution
posé : qu’est-ce qu’'un ensemble ?
e (Cantor) : « n'importe quelle collection d'objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,
Bertrand Russell

e Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles, mais

comment ils fonctionnent : fixer les regles du jeu




Des difficultés... et une solution

e Un probléme mal posé : qu’est-ce qu'un ensemble ?

e (Cantor) : « n'importe quelle collection d’objets de notre pensée
ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,

Bertrand Russell

e Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles, mais
comment ils fonctionnent : fixer les regles du jeu

.

&

Ernst Zermelo

e 1908 : systeme de Zermelo J



Des difficultés... et une solution

e Un probléme mal posé : qu’est-ce qu'un ensemble ?

e (Cantor) : « n'importe quelle collection d’objets de notre pensée
ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,

Bertrand Russell

e Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles, mais
comment ils fonctionnent : fixer les regles du jeu

e 1922 : systeme de Zermelo-Fraenkel ZF

Ernst Zermelo

e 1908 : systeme de Zermelo J

Dac



Des difficultés... et une solution

e Un probléme mal posé : qu’est-ce qu'un ensemble ?

e (Cantor) : « n'importe quelle collection d’objets de notre pensée
ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,

Bertrand Russell

e Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles, mais
comment ils fonctionnent : fixer les regles du jeu

e 1908 : systeme de Zermelo
e 1922 : systeme de Zermelo-Fraenkel ZF J
consensus
Ernst Zermelo
=} =) = =

Dac



wa




e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

Un succes inattendu




e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

Un succes inattendu

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques

suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

David Hilbert

Dac



e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

Un succes inattendu

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques

suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

John von Neumann

David Hilbert

DA



e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer

que les mathématiques sont sans contradiction.
e Une piste

on peut représenter par
des ensembles des objets

John von Neumann

Un succes inattendu

David Hilbert

DA



e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

Un succes inattendu

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer

que les mathématiques sont sans contradiction.
e Une piste

on peut représenter par
des ensembles des objets

David Hilbert
On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :

John von Neumann

DA



e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

Un succes inattendu

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer

que les mathématiques sont sans contradiction.
e Une piste

on peut représenter par
des ensembles des objets

David Hilbert
On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :

John von Neumann

- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,

DA



e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

Un succes inattendu

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer

que les mathématiques sont sans contradiction.
e Une piste

on peut représenter par
des ensembles des objets

David Hilbert
On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},

John von Neumann

DA



e Début XXe siecle : « crise des fondements » :

les mathématiques sont-elles contradictoires ?

Un succes inattendu

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer

que les mathématiques sont sans contradiction.
e Une piste

on peut représenter par
des ensembles des objets

David Hilbert
On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,

- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},
John von Neumann

- représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0}},

DA



Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

e Une piste : on peut représenter par David Hilbert
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

John von Neumann

DA



Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

e Une piste : on peut représenter par David Hilbert
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

John von Neumann !
..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

DA



Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

e Une piste : on peut représenter par David Hilbert
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

John von Neumann !
..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

De méme pour les autres objets mathématiques :
- représenter un couple (x,y) par I'ensemble {{x}, {x,y}},

DA



Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

e Une piste : on peut représenter par David Hilbert
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

John von Neumann

De méme pour les autres objets mathématiques :
- représenter un couple (x,y) par I'ensemble {{x}, {x,y}},
- représenter une fonction f par I'ensemble {(x, f(x)) | x € Dom(f)},

DA



Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

e Une piste : on peut représenter par David Hilbert
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

John von Neumann

De méme pour les autres objets mathématiques :
- représenter un couple (x,y) par I'ensemble {{x}, {x,y}},
- représenter une fonction f par I’ensemble {(x, f(x)) | x € Dom(f)}, etc.

DA



Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

e Une piste : on peut représenter par David Hilbert
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,
..et ces ensembles se comportent comme les entiers.
De méme pour les autres objets mathématiques :

- représenter un couple (x,y) par I'ensemble {{x}, {x,y}},
- représenter une fonction f par I’ensemble {(x, f(x)) | x € Dom(f)}, etc.

John von Neumann

e Toutes les mathématiques peuvent se représenter dans le monde des ensembles !

u]
|
1
ul
!

DA



Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

David Hilbert

e Une piste : on peut représenter par
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'’ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'’ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'’ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

John von Neumann

De méme pour les autres objets mathématiques :

- représenter un couple (x,y) par I'’ensemble {{x}, {x, y}},
- représenter une fonction f par I’ensemble {(x, f(x)) | x € Dom(f)}, etc.

e Toutes les mathématiques peuvent se représenter dans le monde des ensembles !

~» Pour montrer que les mathématiques sont sans contradiction,




Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

David Hilbert

e Une piste : on peut représenter par
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'’ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'’ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'’ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

John von Neumann

De méme pour les autres objets mathématiques :

- représenter un couple (x,y) par I'’ensemble {{x}, {x, y}},
- représenter une fonction f par I’ensemble {(x, f(x)) | x € Dom(f)}, etc.

e Toutes les mathématiques peuvent se représenter dans le monde des ensembles !

~» Pour montrer que les mathématiques sont sans contradiction,

il suffit de montrer que la théorie des ensembles est sans contradiction.




o




e Années 30 : chiche !

«0O>» «F»r «

DA



Une grande aventure intellectuelle
e Années 30 : chiche !

e Nicolas Bourbaki,

ITLE
). 3 5 il . p -

Clande Chevalley

Piere Samuet

DA



SEFD

o =~

Une grande aventure intellectuelle
e Années 30

k $335

Clande Chevalley

&),

: chiche !

e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur

la théorie des ensembles

DA



SL£ED
2L 5.

Clande Chevalley

Une grande aventure intellectuelle
b Y.

e Années 30 : chiche !

e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur

la théorie des ensembles
e Un travail colossal

DA



Une grande aventure intellectuelle
ﬁ E Q ‘ 1 | o Années 30 : chiche !

e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur

la théorie des ensembles
e Un travail colossal et admirable



Une grande aventure intellectuelle

e Années 30 : chiche !

e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur

la théorie des ensembles.
e Un travail colossal et admirable
e Une option hardie : puisqu’on a le choix

et qu’on peut tout
représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !

DA



Une grande aventure intellectuelle

e Années 30 : chiche !

e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur

la théorie des ensembles.
e Un travail colossal et admirable
e Une option hardie : puisqu’on a le choix

et qu’on peut tout
représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !
les nombres sont des ensembles,

DA



Une grande aventure intellectuelle

e Années 30 : chiche !

e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur

la théorie des ensembles.
e Un travail colossal et admirable
e Une option hardie : puisqu’on a le choix

et qu’on peut tout
représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !
les nombres sont des ensembles, les fonctions sont des ensembles,... etc

DA



Une grande aventure intellectuelle

(.1 | e Années 30 : chiche !

4% .. | e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur
;5;) la théorie des ensembles.

i,

e Un travail colossal et admirable

e Une option hardie : puisqu’on a le choix et qu’on peut tout

représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !

les nombres sont des ensembles, les fonctions sont des ensembles,... etc.

e Bien sir, cela marche tres bien
...et ce succes inspire les pédagogues :

u]
|
ul
!

DA



Une grande aventure intellectuelle

(.1 | e Années 30 : chiche !

4% .. | e Nicolas Bourbaki, traité complet de
mathématiques basé sur
;5;) la théorie des ensembles.

i,

e Un travail colossal et admirable

e Une option hardie : puisqu’on a le choix et qu’on peut tout

représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !

les nombres sont des ensembles, les fonctions sont des ensembles,... etc.

e Bien sir, cela marche tres bien
...et ce succes inspire les pédagogues :
e Puisque tout est ensemble,
il faut mettre les ensembles a la base de I'enseignement :

u]
|
1
ul
!

DA



Une grande aventure intellectuelle

.| » - ':3 {1 | e Années 30 : chiche !
A " ¥ 25 . | e Nicolas Bourbaki, traité complet de

mathématiques basé sur
- «‘ re .
g, { a ".\‘ la théorie des ensembles.
/8 /S

&L | o Un travail colossal et admirable

e Une option hardie : puisqu’on a le choix et qu’on peut tout

représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !

les nombres sont des ensembles, les fonctions sont des ensembles,... etc.

e Bien sir, cela marche trés bien
...et ce succes inspire les pédagogues :
e Puisque tout est ensemble,
il faut mettre les ensembles a la base de I'enseignement :
« Le Professeur Dieudonné lance le cri de guerre de la
nouvelle croisade : "A bas Euclide I" »

Jean Dieudonné




Une grande aventure intellectuelle

.| » - ':3 {1 | e Années 30 : chiche !
A " ¥ 25 . | e Nicolas Bourbaki, traité complet de

mathématiques basé sur
- «‘ re .
g, { a ".\‘ la théorie des ensembles.
/8 /S

&L | o Un travail colossal et admirable

e Une option hardie : puisqu’on a le choix et qu’on peut tout

représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !

les nombres sont des ensembles, les fonctions sont des ensembles,... etc.

e Bien sir, cela marche trés bien
...et ce succes inspire les pédagogues :
e Puisque tout est ensemble,
il faut mettre les ensembles a la base de I'enseignement :
« Le Professeur Dieudonné lance le cri de guerre de la
nouvelle croisade : "A bas Euclide I" »
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e Et puis , le malentendu majeur : la théorie des ensembles ne dit pas que
tous les objets mathématiques sont des ensembles, mais qu’on peut les

représenter comme tels...

e Deés les années 1940, d’autres représentations des objets
mathématiques existent, par exemple le lambda-calcul de
Church ,

puis la théorie des catégories , etc.

Alonzo Church

~+ fonder tout sur les ensembles ne peut étre
qu’une option technique, rien d’autre.

Il n’y a(vait) donc aucune raison de fonder I'enseignement sur les ensembles...J
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Les raisons d’un échec
Pourquoi ces résultats sont-ils restés ignorés dans les années 1950 ?

e Pourquoi Bourbaki n’a-t-il pas compris I'importance des résultats de Godel ?

e Parce que ces résultats étaient

difficiles,
Parce que les fondements n’intéressaient pas vraiment Bourbaki.

e Parce que la mode était aux structures abstraites et aux
idéologies dogmatiques : les mathématiciens savaient

ce qu'’ils faisaient, mais leurs épigones et suiveurs non !
Une convention technique commode

n’est pas la vérité révélée d’une nouvelle religion.

e De surcroit : probleme de formation des enseignants

~» L’échec et le rejet étaient (probablement) inévitables. J
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e Back to... les débuts. Cantor a montré qu’il y a au moins deux infinis distincts
; il @ montré plus :

e (Cantor) Il existe une infinité d'infinis, qui s’organisent en une suite

Np < Nj < Np < -0 <Ny < -+

e Le cardinal de N est le plus petit cardinal infini, donc c’est .
Le cardinal de R est strictement plus grand, donc ce n’est pas Nj.
e (Cantor) « Probleme du continu »: quel X4 est le cardinal de R ? J

e Cantor pensait que la réponse était N; (« hypothese du continu »).

e (1900, Hilbert) Le probleme du continu est le numéro 1
sur la liste des 23 problemes pour le XXe siecle.
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e (1920’s) Consensus sur le systéme de Zermelo—Fraenkel ZF
comme point de départ de la théorie des ensembles.
~» Premiére question : L’hypothése du continu est-elle

prouvable ou réfutable a partir de ZF ?

o (Godel, 1938) Sauf si ZF est contradictoire,
I’hypothése du continu n’est pas réfutable a partir de ZF.

e (Cohen, 1963) Sauf si ZF est contradictoire,
I’hypothése du continu n’est pas prouvable a partir de ZF.

Paul Cohen
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&« Aujourd’hui (en 1922), nous sommes d’accord pour déclarer que
le systeme ZF représente correctement notre intuition des ensembles >. J

e Aujourdui, 90 ans aprés ZF, en savons-nous plus,
et un consensus pour un nouveau systeme a-t-il émergé ? Oui !
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d’ensembles « ultra-infinis » = des solutions a I’équation
ultra-infini _ _infini
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« détermination projective » (DP), ...

e Pourquoi penser qu’un axiome de grand cardinal est vrai ?
... parce ce que des théoremes le disent.

e Un résultat : en pratique, le systeme ZF est complet pour les
ensembles finis.

e (Martin—Steel, Woodin, 1985)

En pratique, le systeme ZF+DP est complet pour les ensembles
finis et dénombrables (et il donne la bonne description) .

Hugh Woodin
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et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :
4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

1|2
2 |3
3 |14 4 4

411 2 3 4

e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,

et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :
4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

1|2
2 |3
314 4 4 4

411 2 3 4

e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,

et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :
4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

1|2

213 4 3 4

3 14 4 4 4

411 2 3 4

e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,

et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :
4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

1 2 4 2 4

213 4 3 4

3 14 4 4 4

4 |1 2 3 4
e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,
et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :
4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

112 4 2 4

213 4 3 4

3 14 4 4 4

4 |1 2 3 4
e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,
et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :
4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

112 4 2 4
213 4 3 4

3 14 4 4 4

411 2 3 4
e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,
et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :
4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,

e La construction marche de la méme fagcon pour toutes les puissances de 2.




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

112 4 2 4
213 4 3 4
3 14 4 4 4

4 |1 2 3

-

e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,
et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :

4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1) = (4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3%x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,

e La construction marche de la méme fagcon pour toutes les puissances de 2.
~~» la table de Laver a 1, 2,4, 8,16, 32,... éléments.




Le théoreme de Laver
e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?
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e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?
- table a

Le théoreme de Laver
1 élément : 1

1 valeur




Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4,
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8,
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16,
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32,
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64,
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs

- table a 128 éléments:
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs

- table a 256 éléments:

u]

|
1
1l

!




Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs

- table a 512 éléments:
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs
- table a 512 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256,

258, 268, 270, 496, 498, 508, 510, 512,
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs
- table a 512 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256,

258, 268, 270, 496, 498, 508, 510, 512, 16 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs
- table a 512 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256,

258, 268, 270, 496, 498, 508, 510, 512, 16 valeurs
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Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs
- table a 512 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256,

258, 268, 270, 496, 498, 508, 510, 512, 16 valeurs

Ey
e e Théoréme (Laver, 1994)
R 'n;q' le nombre de valeurs dans la 1ére ligne
de la table a 2" éléments tend vers I'infini avec n.
76 N

Richard Laver




Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs
- table a 512 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256,

258, 268, 270, 496, 498, 508, 510, 512, 16 valeurs

Ey
£ ; ] e Théoreme (Laver, 1994) S’il existe un cardinal de Laver,
R 'n;q' le nombre de valeurs dans la 1ére ligne
de la table a 2™ éléments tend vers l'infini avec n.
76 N

Richard Laver




Une défense de I'ultra-infini

e Quel est le rapport entre I'ultra-infini et les tables de Laver ?
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mais on ne sait pas démontrer le théoreme de Laver sans cardinal de Laver.
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mais on ne sait pas démontrer le théoreme de Laver sans cardinal de Laver.

— Pourra-t-on le faire un jour ?
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— Pourra-t-on le faire un jour ?
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Une défense de I'ultra-infini

e Quel est le rapport entre I'ultra-infini et les tables de Laver ?

e Une situation bizarre :

— On ne peut pas démontrer I'existence du cardinal de Laver

— On sait construire « a la main > les tables de Laver,
mais on ne sait pas démontrer le théoreme de Laver sans cardinal de Laver.

— Pourra-t-on le faire un jour ?
— Probablement...
— Alors I'ultra-infini ne servira plus a rien ?



Une défense de I'ultra-infini

e Quel est le rapport entre I'ultra-infini et les tables de Laver ?

e Une situation bizarre :

— On ne peut pas démontrer I'existence du cardinal de Laver

— On sait construire « a la main > les tables de Laver,
mais on ne sait pas démontrer le théoreme de Laver sans cardinal de Laver.

— Pourra-t-on le faire un jour ?
— Probablement...
— Alors I'ultra-infini ne servira plus a rien ?
— Si : sans ultra-infini, on n’aurait pas découvert les tables de Laver.



Une défense de I'ultra-infini

e Quel est le rapport entre I'ultra-infini et les tables de Laver ?
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