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< Si vous ne voulez pas perdre la face, parents, ce livre
est fait pour vous, car vous devez d'abord comprendre
la v�eritable nature des math�ematiques modernes. >
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0, 1, 2, ..., ! , ! + 1, ! + 2, ..., ! + ! = ! �2, ! �2+ 1, ..., ! �3, ..., ! �! = ! 2,

! 2+ 1, ..., ! 2+ ! , ..., ! 3, ..., ! ! , ! ! + 1, ..., ! ! 2
, ..., ! ! !

, ... etc.



Plan :

0. Une r�eforme d�eroutante

1. Le temps des pionniers (1873{1900)

2. Le temps des malentendus (1900{1970)

3. Et aujourd'hui ?
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� Un probl�eme mal (incompl�etement) pos�e : qu'est-ce qu'un ensemble ?

� (Cantor ) : < n'importe quelle collection d'objets de notre pens�ee
ou de notre intuition d�e�nis et s�epar�es >

Bertrand Russell

� Paradoxe (Russell) : Il y a des probl�emes
avec la < d�e�nition > de Cantor :

L'ensemble E = f X j X =2 X g n'existe pas, car sinon on aurait
ou bien E 2 E, qui entrâ�ne E =2 E, donc est impossible,
ou bien E =2 E, qui entrâ�ne E 2 E, donc est impossible.

� Ce qui compte, ce n'est pas ce que sont les ensembles, mais
comment ils fonctionnent : �xer les r�egles du jeu (axiomes) .

Ernst Zermelo

� 1908 : syst�eme de Zermelo
� 1922 : syst�eme de Zermelo-Fraenkel ZF

"
objet d'un consensus:

< oui, les ensembles, �ca fonctionne comme cela >...
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(et fond�e son trait�e sur les ensembles quand ceux-ci perda ient leur int�erêt)

Pourquoi ces r�esultats sont-ils rest�es ignor�es dans les ann�ees 1950 ?

� Parce que ces r�esultats �etaient (et restent) di�ciles ,
Parce que les fondements n'int�eressaient pas vraiment Bou rbaki.

� Parce que la mode �etait aux structures abstraites et aux
id�eologies dogmatiques : les math�ematiciens savaient (peut-
être) ce qu'ils faisaient, mais leurs �epigones et suiveurs non !

Une convention technique commode (< tout est ensemble >)
n'est pas la v�erit�e r�ev�el�ee d'une nouvelle religion.

� De surcrô�t : probl�eme de formation des enseignants (et pour cause...)

         L' �echec et le rejet �etaient (probablement) in�evitables.



Plan :

0. Une r�eforme d�eroutante

1. Le temps des pionniers (1873{1900)

2. Le temps des malentendus (1900{1970)

3. Et aujourd'hui ?
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Le cardinal (la taille) de RRR est strictement plus grand, donc ce n'est pas @0.
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Est-ce @1 ? ou @2 ? ou un autre @� ?

� Cantor pensait que la r�eponse �etait @1 (< hypoth�ese du continu >).

� (1900, Hilbert ) Le probl�eme du continu est le num�ero 1
sur la liste des 23 probl�emes pour le XXe si�ecle.
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comme point de d�epart de la th�eorie des ensembles.

         Premi�ere question : L'hypoth�ese du continu est-elle
prouvable ou r�efutable �a partir de ZF ?

Kurt G•odel

� (G•odel , 1938) Sauf si ZF est contradictoire,
l'hypoth�ese du continu n'est pas r�efutable �a partir de ZF .

Paul Cohen

� (Cohen, 1963) Sauf si ZF est contradictoire,
l'hypoth�ese du continu n'est pas prouvable �a partir de ZF .
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(et il donne la bonne description)
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(Et, en d�epit de ce qui pr�ec�ede, Woodin pr�edit qu'elle se ra positive.)
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Les tables de Laver

� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :

4

3

2

1

� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,

22

33

44

11

et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :
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22

4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,
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Les tables de Laver

� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :

4

3
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� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,

22
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44

11

et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :

4 � 2 = 4 � ( 1 � 1) = ( 4 � 1) � ( 4 � 1) = 1 � 1 = 2,
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4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,
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4 � 4
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?
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44
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4 � 2 = 4 � ( 1 � 1) = ( 4 � 1) � ( 4 � 1) = 1 � 1 = 2,
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4 � 4 = 4 � ( 3 � 1)
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?
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� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,
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4 � 4 = 4 � ( 3 � 1) = ( 4 � 3) � ( 4 � 1) = 3 � 1
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :
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33
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4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,
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4 � 4 = 4 � ( 3 � 1) = ( 4 � 3) � ( 4 � 1) = 3 � 1 = 4,
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4 � 4 = 4 � ( 3 � 1) = ( 4 � 3) � ( 4 � 1) = 3 � 1 = 4,
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :

4

3
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1

� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,

22

33

44
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et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :

4 � 2 = 4 � ( 1 � 1) = ( 4 � 1) � ( 4 � 1) = 1 � 1 = 2,
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4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,

33
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?
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� 1 2 3 4
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :
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� 1 2 3 4
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22

33

44
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et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :
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Les tables de Laver

� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :
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3

2

1

� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,

22

33

44

11

et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :

4 � 2 = 4 � ( 1 � 1) = ( 4 � 1) � ( 4 � 1) = 1 � 1 = 2,

22

4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,

33

4 � 4 = 4 � ( 3 � 1) = ( 4 � 3) � ( 4 � 1) = 3 � 1 = 4,
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3 � 2 = 3 � ( 1 � 1) = ( 3 � 1) � ( 3 � 1) = 4 � 4 = 4,...
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Les tables de Laver

� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :

4

3
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1

� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,

22

33

44

11

et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :

4 � 2 = 4 � ( 1 � 1) = ( 4 � 1) � ( 4 � 1) = 1 � 1 = 2,

22

4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,
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� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :

4

3
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1

� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,

22

33

44

11

et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :

4 � 2 = 4 � ( 1 � 1) = ( 4 � 1) � ( 4 � 1) = 1 � 1 = 2,

22

4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,

33

4 � 4 = 4 � ( 3 � 1) = ( 4 � 3) � ( 4 � 1) = 3 � 1 = 4,

44

3 � 2 = 3 � ( 1 � 1) = ( 3 � 1) � ( 3 � 1) = 4 � 4 = 4,...

44 44 44

4 3 44 3 4

4 2 44 2 4

� La construction marche de la même fa�con pour toutes les pui ssances de2.



Les tables de Laver

� �A quoi sert l'ultra-in�ni ?

� Une drôle de table de multiplication, la table de Laver �a 4 �el�ements :

4

3

2

1

� 1 2 3 4

� Commencer avec + 1 modulo 4 dans la 1�ere colonne,

22

33

44

11

et compl�eter avec la r�egle x � ( y � 1) = ( x � y ) � ( x � 1) :

4 � 2 = 4 � ( 1 � 1) = ( 4 � 1) � ( 4 � 1) = 1 � 1 = 2,

22

4 � 3 = 4 � ( 2 � 1) = ( 4 � 2) � ( 4 � 1) = 2 � 1 = 3,

33

4 � 4 = 4 � ( 3 � 1) = ( 4 � 3) � ( 4 � 1) = 3 � 1 = 4,

44

3 � 2 = 3 � ( 1 � 1) = ( 3 � 1) � ( 3 � 1) = 4 � 4 = 4,...

44 44 44

4 3 44 3 4
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� La construction marche de la même fa�con pour toutes les pui ssances de2.
         la table de Laver �a 1, 2, 4, 8, 16, 32,... �el�ements.



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ...



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
- table �a 32 �el�ements :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
- table �a 32 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 2, ...



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
- table �a 32 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 2, ... 8 valeurs



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
- table �a 32 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 2, ... 8 valeurs
- table �a 64 �el�ements :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
- table �a 32 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 2, ... 8 valeurs
- table �a 64 �el�ements : 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 2, ...



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
- table �a 32 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 2, ... 8 valeurs
- table �a 64 �el�ements : 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 2, ... 8 valeurs



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
- table �a 32 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 2, ... 8 valeurs
- table �a 64 �el�ements : 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 2, ... 8 valeurs
- table �a 128 �el�ements :



Le th�eor�eme de Laver

� Question : Combien de valeurs dans la 1�ere ligne de la table �a 2n �el�ements ?

- table �a 1 �el�ement : 1 1 valeur
- table �a 2 �el�ements : 2, 2 1 valeur
- table �a 4 �el�ements : 2, 4, 2, 4 2 valeurs
- table �a 8 �el�ements : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
- table �a 16 �el�ements : 2, 12, 14, 16, 2, 12, 14, 16, 2, ... 4 valeurs
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