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Patrick Dehornoy

Laboratoire de Mathématiques
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• Comment une magnifique théorie scientifique a pu mener à la catastrophe (?)
des « maths modernes » : ce qu’est — et n’est pas — la théorie des ensembles.

• Une promenade de 140 ans en compagnie de grands génies des mathématiques...
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La réforme des « maths modernes »
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• Réforme pour
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André Lichnerowicz

• 1967–1973 : Commission Lichnerowicz

• Réforme pour

« moderniser l’enseignement des mathématiques

à l’école primaire, au collège et au lycée,

en insistant sur les structures mathématiques »

• Fondée sur la théorie des ensembles,
et le traité de mathématiques de Nicolas Bourbaki

le groupe Bourbaki
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• La réforme :
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• La réforme : plus de nombres, plus d’addition ou de multiplication, plus de
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De drôles d’exercices...
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• Personne ne savait où tout cela menait, et cela donnait de drôles de résultats...
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Le casse-tête des parents

« Si vous ne voulez pas perdre la face, parents, ce livre

est fait pour vous, car vous devez d’abord comprendre

la véritable nature des mathématiques modernes. »
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• Même réforme et mêmes problèmes dans d’autres pays : «New Math» aux USA



La fin d’une réforme
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• Même réforme et mêmes problèmes dans d’autres pays : «New Math» aux USA

• Après 1980 : abandon progressif des «maths modernes» dans l’enseignement
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Et, à propos, la théorie des ensembles, qu’est-ce que c’est ?



Plan :
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Richard Dedekind

• 7 décembre 1873 : lettre à Dedekind...
« L’infini des nombres entiers

n’est pas celui des nombres réels. »

La théorie des ensembles est née...
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• On peut numéroter les entiers relatifs :
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• On peut numéroter les entiers relatifs :

... •−3 •−2 •−1 •0 •1 •2 •3 •4 ...•0 •1•2 •3•4 •5•6 •7
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         Pourrait-on numéroter tous les ensembles infinis ?

• (Cantor) On peut numéroter les nombres algébriques.
↑
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(en particulier) tous les réels qui s’écrivent avec avec √ , 3
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         Pourrait-on numéroter tous les ensembles infinis ?

• (Cantor) On peut numéroter les nombres algébriques.
↑

les nombres réels racines d’une équation

(en particulier) tous les réels qui s’écrivent avec avec √ , 3
√ , etc.
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• Démonstration : Soient x0,x1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x
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         Pourrait-on numéroter tous les ensembles infinis ?

• (Cantor) On peut numéroter les nombres algébriques.
↑

les nombres réels racines d’une équation

(en particulier) tous les réels qui s’écrivent avec avec √ , 3
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• Théorème (Cantor) : On ne peut pas numéroter les nombres réels.

• Démonstration : Soient x0,x1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x

différent de chacun des xn. Pour chaque n, on écrit le développement décimal de xn

(s’il y a ambigüıté, on choisit celui qui ne se termine pas par 999....) :

x0 = ..., c0,0 c0,1
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         Pourrait-on numéroter tous les ensembles infinis ?

• (Cantor) On peut numéroter les nombres algébriques.
↑

les nombres réels racines d’une équation

(en particulier) tous les réels qui s’écrivent avec avec √ , 3
√ , etc.

• Théorème (Cantor) : On ne peut pas numéroter les nombres réels.

• Démonstration : Soient x0,x1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x

différent de chacun des xn. Pour chaque n, on écrit le développement décimal de xn
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les nombres réels racines d’une équation
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• (Cantor) On peut numéroter les nombres algébriques.
↑
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↑
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• Démonstration : Soient x0,x1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x
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où on a posé 0
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x = 0, c
#
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#
1,1 c

#
2,2 ...

où on a posé 0
# = 1, et 1

# = 2
# = ... = 9

# = 0. Alors on a x 6= xn pour tout n.
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c
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c
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c
#
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c
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Naissance d’une théorie...
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Naissance d’une théorie...
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Avec Cantor, l’infini devient objet de démonstration, donc d’exploration.
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avec le principe « il existe un plus petit qui... »

0, 1, 2, ...,ω,ω+1,



Naissance d’une théorie...
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• Avant Cantor, l’infini était une notion de philosophie, pas de mathématiques.
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objet de démonstration, et donc qu’il est accessible aux mathématiques.
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avec le principe « il existe un plus petit qui... »

0, 1, 2, ...,ω,ω+1,ω+2, ...,ω+ω = ω·2,ω·2+1, ...,ω·3, ...,ω·ω = ω2,



Naissance d’une théorie...
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Avec Cantor, l’infini devient objet de démonstration, donc d’exploration.
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• Si on démontre qu’il y a (au moins) deux infinis différents... c’est que l’infini est
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• Si on démontre qu’il y a (au moins) deux infinis différents... c’est que l’infini est
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Plan :

0. Une réforme déroutante

1. Le temps des pionniers (1873–1900)

2. Le temps des malentendus (1900–1970)

3. Et aujourd’hui ?
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• (Cantor) : « n’importe quelle collection d’objets de notre pensée

ou de notre intuition définis et séparés »
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avec la « définition » de Cantor :

L’ensemble E = {X | X /∈ X} n’existe pas, car sinon on aurait
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ou bien E /∈ E, qui entrâıne E ∈ E, donc est impossible.

• Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles, mais
comment ils fonctionnent : fixer les règles du jeu (axiomes).
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que les mathématiques sont sans contradiction.

John von Neumann



Un succès inattendu
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• Début XXe siècle : « crise des fondements » :
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• Début XXe siècle : « crise des fondements » :
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- représenter un couple (x,y) par l’ensemble {{x}, {x,y}},
- représenter une fonction f par l’ensemble {(x, f(x)) | x ∈ Dom(f)}, etc.
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• Bien sûr, cela marche très bien (aucun risque technique...)

...et ce succès inspire les pédagogues :

• Puisque tout est ensemble,
il faut mettre les ensembles à la base de l’enseignement :
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Jean Dieudonné
...Et vive la réforme des «maths modernes » !
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• Hélas on avait oublié deux choses...
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tous les objets mathématiques sont des ensembles, mais (seulement) qu’on peut les
représenter comme tels...



Patatras !
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mathématiques existent, par exemple le lambda-calcul de
Church (« tout est fonction »),

Alonzo Church

comme ensemble : 3 est représenté par {∅, {∅}, {∅, {∅}}},
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Il n’y a(vait) donc aucune raison de fonder l’enseignement sur les ensembles...
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(et fondé son traité sur les ensembles quand ceux-ci perdaient leur intérêt)

Pourquoi ces résultats sont-ils restés ignorés dans les années 1950 ?



Les raisons d’un échec
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Parce que les fondements n’intéressaient pas vraiment Bourbaki.

• Parce que la mode était aux structures abstraites et aux
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• Pourquoi Bourbaki n’a-t-il pas compris l’importance des résultats de Gödel ?
(et fondé son traité sur les ensembles quand ceux-ci perdaient leur intérêt)

Pourquoi ces résultats sont-ils restés ignorés dans les années 1950 ?

• Parce que ces résultats étaient (et restent) difficiles,
Parce que les fondements n’intéressaient pas vraiment Bourbaki.

• Parce que la mode était aux structures abstraites et aux
idéologies dogmatiques : les mathématiciens savaient (peut-

être) ce qu’ils faisaient, mais leurs épigones et suiveurs non !

Une convention technique commode (« tout est ensemble»)

n’est pas la vérité révélée d’une nouvelle religion.

• De surcrôıt : problème de formation des enseignants (et pour cause...)

         L’échec et le rejet étaient (probablement) inévitables.



Plan :

0. Une réforme déroutante

1. Le temps des pionniers (1873–1900)

2. Le temps des malentendus (1900–1970)

3. Et aujourd’hui ?
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• (Cantor) Il existe une infinité d’infinis, qui s’organisent en une suite

ℵ0 < ℵ1 < ℵ2 < ··· < ℵω < ···

• Le cardinal (la taille) de NNN est le plus petit cardinal infini, donc c’est ℵ0.
Le cardinal (la taille) de RRR est strictement plus grand, donc ce n’est pas ℵ0.

• (Cantor) « Problème du continu »: quel ℵα est le cardinal de RRR ?

Est-ce ℵ1 ? ou ℵ2 ? ou un autre ℵα ?



Le problème du continu
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• Back to... les débuts. Cantor a montré qu’il y a au moins deux infinis distincts
celui des nombres entiers (NNN), et celui des nombres réels (RRR) ; il a montré plus :

• (Cantor) Il existe une infinité d’infinis, qui s’organisent en une suite

ℵ0 < ℵ1 < ℵ2 < ··· < ℵω < ···

• Le cardinal (la taille) de NNN est le plus petit cardinal infini, donc c’est ℵ0.
Le cardinal (la taille) de RRR est strictement plus grand, donc ce n’est pas ℵ0.

• (Cantor) « Problème du continu »: quel ℵα est le cardinal de RRR ?

Est-ce ℵ1 ? ou ℵ2 ? ou un autre ℵα ?

• Cantor pensait que la réponse était ℵ1 (« hypothèse du continu »).

• (1900, Hilbert) Le problème du continu est le numéro 1
sur la liste des 23 problèmes pour le XXe siècle.
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• (Gödel, 1938) Sauf si ZF est contradictoire,
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comme point de départ de la théorie des ensembles.
         Première question : L’hypothèse du continu est-elle

prouvable ou réfutable à partir de ZF ?

Kurt Gödel

• (Gödel, 1938) Sauf si ZF est contradictoire,

l’hypothèse du continu n’est pas réfutable à partir de ZF.

Paul Cohen

• (Cohen, 1963) Sauf si ZF est contradictoire,

l’hypothèse du continu n’est pas prouvable à partir de ZF.
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         Le problème du continu est-il résolu ? Non.
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est-il dépourvu de sens ? Non.
est-il indécidable, ni vrai, ni faux ? Non et non !



Un (autre) malentendu

• Quelle est la signification des théorèmes de Gödel et Cohen ?
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• Les théorèmes de Gödel et Cohen disent que le système ZF est incomplet :
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• Quelle est la signification des théorèmes de Gödel et Cohen ?
         Le problème du continu est-il résolu ? Non.

est-il dépourvu de sens ? Non.
est-il indécidable, ni vrai, ni faux ? Non et non !

• Les théorèmes de Gödel et Cohen disent que le système ZF est incomplet :
(... et depuis les théorèmes d’incomplétude, ce n’est pas un scoop !)

- le système ZF n’épuise pas les propriétés des ensembles,
- il reste des propriétés de base à découvrir.

• Un système d’axiomes, ça ne se démontre pas, c’est l’objet d’un consensus :

« Aujourd’hui (en 1922), nous sommes d’accord pour déclarer que
le système ZF représente correctement notre intuition des ensembles ».

• Aujourdui, 90 ans après ZF, en savons-nous plus,
et un consensus pour un nouveau système a-t-il émergé ? Oui !
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• Axiomes de grands cardinaux : affirment l’existence
d’ensembles « ultra-infinis » = des solutions à l’équation

ultra-infini
infini = infini

fini .

« cardinaux inaccessibles », « cardinaux mesurables »,

« détermination projective » (DP), ...

• Pourquoi penser qu’un axiome de grand cardinal est vrai ?
... parce ce que des théorèmes le disent.

• Un (vieux) résultat : en pratique, le système ZF est complet pour les
ensembles finis.

Hugh Woodin

• (Martin–Steel, Woodin, 1985)
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ultra-infini
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« cardinaux inaccessibles », « cardinaux mesurables »,

« détermination projective » (DP), ...

• Pourquoi penser qu’un axiome de grand cardinal est vrai ?
... parce ce que des théorèmes le disent.

• Un (vieux) résultat : en pratique, le système ZF est complet pour les
ensembles finis.

Hugh Woodin

• (Martin–Steel, Woodin, 1985)
En pratique, le système ZF+DP est complet pour les ensembles
finis et dénombrables .

↑
infinis de taille ℵ0 (celle de NNN)

(et il donne la bonne description)
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L’axiome DP est maintenant considéré comme vrai ( = objet de consensus)
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Ni l’un, ni l’autre, comme pour ZF...
         Il faudra attendre l’étape suivante (taille ℵ1).
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• (2000) Nouveau consensus : ZF+DP comme base de la théorie des ensembles.

L’axiome DP est maintenant considéré comme vrai ( = objet de consensus)

• Quid de l’hypothèse du continu ? prouvée par ZF+DP ? réfutée par ZF+DP ?

Ni l’un, ni l’autre, comme pour ZF...
         Il faudra attendre l’étape suivante (taille ℵ1).

• (Woodin, 2001) Si la Ω-conjecture forte est vraie, tout système incluant ZF+DP et en

pratique complet jusqu’à la taille ℵ1 réfute l’hypothèse du continu.

• Aujourd’hui, le problème reste ouvert, mais, un jour, il y aura une solution

(Et, en dépit de ce qui précède, Woodin prédit qu’elle sera positive.)
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4

3

2

1

∗ 1 2 3 4

• Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1ère colonne,

22

33

44

1



Les tables de Laver
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4

3

2

1

∗ 1 2 3 4

• Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1ère colonne,

22

33

44

11
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- table à 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
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- table à 1 élément : 1 1 valeur
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- table à 2 éléments : 2, 2 1 valeur
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- table à 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 2, 4, 6, 8 4 valeurs
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- table à 512 éléments : 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256,
258, 268, 270, 496, 498, 508, 510, 512, 2,... 16 valeurs

Richard Laver
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Une défense de l’ultra-infini

• Quel est le rapport entre l’ultra-infini et les tables de Laver ?
Un certain ultra-infini (« cardinal de Laver») mène à une algèbre A...

...dont les tables de Laver sont des quotients finis.

• Une situation bizarre :
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Une défense de l’ultra-infini

• Quel est le rapport entre l’ultra-infini et les tables de Laver ?
Un certain ultra-infini (« cardinal de Laver») mène à une algèbre A...
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– On sait construire « à la main» les tables de Laver,
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– On ne peut pas démontrer l’existence du cardinal de Laver
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≈ utiliser une intuition physique pour deviner des propriétés.
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• La théorie des ensembles continue de progresser :
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voulu en faire une théorie du grand tout, ce qui n’était pas sa prétention.
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• Elle a été victime de son succès : dans les années 1960, sur un malentendu, on a
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– pourquoi les humains croient-ils à l’infini,
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