Il était une fois la théorie des ensembles...
...I’histoire d’un (ou deux) malentendu(s)

Patrick Dehornoy

Laboratoire de Mathématiques
Nicolas Oresme, Université de Caen

e Comment une magnifique théorie scientifique a pu mener a la catastrophe (?)
des « » : ce qu'est la théorie des ensembles.
e Une promenade de 140 ans en compagnie de grands génies des mathématiques...



. Une réforme déroutante

. Le temps des pionniers (1873-1900)

. Le temps des malentendus (1900-1970)

. Et aujourd’hui ?
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La réforme des « maths modernes >

e 1967-1973 : Commission Lichnerowicz
e Réforme pour

&« moderniser |'enseignement des mathématiques
I'école primaire, au collége et au lycée
André Lichnerowicz

en insistant sur les structures mathématiques »

o Fondée sur la théorie des ensembles,

et le traité de mathématiques de Nicolas Bourbaki
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Le temps des patates et des fleches
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e La réforme : plus de nombres, plus d’addition ou de multiplication, plus de
géométrie... des ensembles et des relations !
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De droles d’exercices...

e Personne ne sava les de résultats...

vier; février; A.Ade’cembre} qu'on appelle univers. Comment
marquer les éléments de D ?

en convenant de leur attribuer le numéro 1: le numéro 0 est

attribué aux autres éléments.
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D’autres exercices bizarres

a Le signe 3 est un symbole employé pour désigner
e nombre d'objets de I'ensemble.

Le symbole A désigne la forme des objets
de I'ensemble.

3+2=5

3| 2et 5 désignent le méme nombre.

On place le signe — entre deux symboles désignant
la méme chose.

B

- a est un symbole qui désigne le point marqué en
B est un symbole qui désigne la ligne tracée en
rouge.
6 est le symbole qui désigne ce coureur.
Al chanos Sb d.spm d'une étiquette
avec son prénom et son
Jean DUPUY | est un symbole qui désigne un

éleve.

(o [7] On peut désigner un nombre par une lectre. Si
on désigne par n le nombre d'objets de cet ensemble
oo on peut écrire
n-4
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et

Le casse-téte des parents

« Si vous ne voulez pas perdre la face, parents, ce livre

est fait pour vous, car vous devez d’abord comprendre
la véritable nature des mathématiques modernes. »

TEray
*ens Bezang
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La fin d’une réforme

e Méme réforme et mémes problemes dans d’autres pays : « New Math » aux USA

Peanuts by

“SETS..
"ONE TO ONE
MATCHING..
‘f

RENAMING TWO . SUBSETS..
JONING SETS....NOMBER _
SENTENCES .- PLACEHOLDERS.

ALL T WANT TO KNOW (S,
oW MOGH 15 To AND T ?

e Apres 1980 : abandon progressif des « maths modernes » dans I’enseignement

e Aujourd’hui, les « maths modernes » sont bien oubliées...

Comment en est-on arrivé a ce gachis ?

mais

Et, a propos, la théorie des ensembles, qu’est-ce que c’est ?




. Une réforme déroutante

. Le temps des pionniers (1873-1900)

. Le temps des malentendus (1900-1970)

. Et aujourd’hui ?




Un jour Cantor est venu...

e La théorie des ensembles, c’est une théorie de I'infini.

e Depuis I’Antiquité, I'idée de I'infini est la avec la suite sans fin des entiers 0,1, 2...
mais c’est une limite inatteignable, pas un objet d’étude mathématique.

e Et puis Cantor est arrivé...

e 1872 : correspondance avec Richard Dedekind
sur la question de la numérotabilité

e 7 décembre 1873 : lettre a Dedekind...
« L’infini des nombres entiers
n'est pas celui des nombres réels. »

Georg Cantor

.. , Richard Dedekind
La théorie des ensembles est née... J nichard edexind




Numéroter les éléments d’'un ensemble

e De quoi parle Cantor ?
De la possibilité de numéroter les éléments d’'un ensemble

e On peut numéroter les entiers relatifs :
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L’argument diagonal de Cantor

~» Pourrait-on numéroter tous les ensembles infinis ?

e Théoreme (Cantor) : On ne peut pas numéroter les nombres réels.

e Démonstration : Soient X, X1, ... des réels quelconques ; on va exhiber un réel x
différent de chacun des x,,. Pour chaque n, on écrit le développement décimal de x,,

Xp = ..., €Co,0 Co,1 Co2 ---
X1 =..,€C10 C1,1 C12 ---
X2 = ..., C20 C21 C22 ... etc.
Considérons le réel
_ # L H# #
x = 0,¢c59 €11 C3q -

oll on a posé 0% =1, et 1# = 2# = = 9% = 0. Alors on a x # x,, pour tout 1n.[]



e Si on démontre qu'il y a

Naissance d’une théorie
deux infinis différents... c’est que I'infini est
objet de démonstration, et donc qu’il est accessible aux mathématiques.

e Avant Cantor, I'infini était une notion de philosophie, pas de mathématiques.
Avec Cantor, I'infini devient objet de démonstration, donc d’exploration.

(comme les nombres entiers ou la géométrie)

e 1875-1885 : Cantor explore le monde de I'infini, en utilisant
comme outils les ensembles et les ordinaux transfinis :

0,1,2,..., w,w+1, W+2,..., w+w = w-2, w-2+1, ..., w-3
w241, ..., wi+tw, .., ws,

e, AW = W32,
2
LWL WP, L, w?T

2

w
L,

,... etc.
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Des difficultés... et une solution

e Un probléme mal posé : qu’est-ce qu'un ensemble ?

e (Cantor) : « n'importe quelle collection d’objets de notre pensée
ou de notre intuition définis et séparés »
e Paradoxe (Russell) :

L’ensemble E = {X | X ¢ X} n’existe pas,

Bertrand Russell

e Ce qui compte, ce n’est pas ce que sont les ensembles, mais
comment ils fonctionnent : fixer les regles du jeu

e 1908 : systeme de Zermelo
e 1922 : systeme de Zermelo-Fraenkel ZF J
consensus
Ernst Zermelo
=} =) = =
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Un succes inattendu

e Début XXe siecle : « crise des fondements » :
les mathématiques sont-elles contradictoires ?

e Programme de Hilbert : avec des bases axiomatiques
suffisamment rigoureuses, on devrait pouvoir montrer
que les mathématiques sont sans contradiction.

David Hilbert

e Une piste : on peut représenter par
des ensembles des objets

On peut représenter les nombres entiers par des ensembles :
- représenter le nombre 0 par I'’ensemble vide 0,
- représenter le nombre 1 par I'’ensemble {0},
- représenter le nombre 2 par I'’ensemble {0, {0}},
- représenter le nombre 3 par I'ensemble {0, {0}, {0, {0}}, etc.,

..et ces ensembles se comportent comme les entiers.

John von Neumann

De méme pour les autres objets mathématiques :

- représenter un couple (x,y) par I'’ensemble {{x}, {x, y}},
- représenter une fonction f par I’ensemble {(x, f(x)) | x € Dom(f)}, etc.

e Toutes les mathématiques peuvent se représenter dans le monde des ensembles !

~» Pour montrer que les mathématiques sont sans contradiction,

il suffit de montrer que la théorie des ensembles est sans contradiction.




Une grande aventure intellectuelle

.| » - ':3 {1 | e Années 30 : chiche !
A " ¥ 25/ | e Nicolas Bourbaki, traité complet de

mathématiques basé sur
- «‘ re .
g, { a ".\‘ la théorie des ensembles.
/8 /S

&L | o Un travail colossal et admirable

e Une option hardie : puisqu’on a le choix et qu’on peut tout

représenter comme ensemble, proclamons Tout est ensemble !

les nombres sont des ensembles, les fonctions sont des ensembles,... etc.

e Bien sir, cela marche trés bien
...et ce succes inspire les pédagogues :
e Puisque tout est ensemble,
il faut mettre les ensembles a la base de I'enseignement :
« Le Professeur Dieudonné lance le cri de guerre de la
nouvelle croisade : "A bas Euclide I" »

...Et vive la réforme des « maths modernes > ! J Jeztn [Pravenie




Patatras !

e Hélas on avait oublié deux choses...

e 1931 : Théoremes d’incomplétude : Il est impossible de
montrer que la théorie des ensembles n’est pas contradictoire.

~~+ fonder tout sur les ensembles n’aidera pas a montrer

A que les mathématiques ne sont pas contradictoires
Kurt Godel
e Et puis , le malentendu majeur : la théorie des ensembles ne dit pas que
tous les objets mathématiques sont des ensembles, mais qu’on peut les

représenter comme tels...

e Deés les années 1940, d’autres représentations des objets
mathématiques existent, par exemple le lambda-calcul de
Church ,

puis la théorie des catégories , etc.

Alonzo Church

~+ fonder tout sur les ensembles ne peut étre
qu’une option technique, rien d’autre.

Il n’y a(vait) donc aucune raison de fonder I'enseignement sur les ensembles...J

=] F = = =




Les raisons d’un échec
Pourquoi ces résultats sont-ils restés ignorés dans les années 1950 ?

e Pourquoi Bourbaki n’a-t-il pas compris I'importance des résultats de Godel ?

e Parce que ces résultats étaient

difficiles,
Parce que les fondements n’intéressaient pas vraiment Bourbaki.

e Parce que la mode était aux structures abstraites et aux
idéologies dogmatiques : les mathématiciens savaient

ce qu'’ils faisaient, mais leurs épigones et suiveurs non !
Une convention technique commode

n’est pas la vérité révélée d’une nouvelle religion.

e De surcroit : probleme de formation des enseignants

~» L’échec et le rejet étaient (probablement) inévitables. J

DA
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Le probleme du continu

e Back to... les débuts. Cantor a montré qu’il y a au moins deux infinis distincts
; il @ montré plus :

e (Cantor) Il existe une infinité d'infinis, qui s’organisent en une suite

Np < Nj < Np < -0 <Ny < -+

e Le cardinal de N est le plus petit cardinal infini, donc c’est .
Le cardinal de R est strictement plus grand, donc ce n’est pas Nj.
e (Cantor) « Probleme du continu »: quel X4 est le cardinal de R ? J

e Cantor pensait que la réponse était N; (« hypothese du continu »).

e (1900, Hilbert) Le probleme du continu est le numéro 1
sur la liste des 23 problemes pour le XXe siecle.



Deux résultats majeurs

e (1920’s) Consensus sur le systéme de Zermelo—Fraenkel ZF
comme point de départ de la théorie des ensembles.
~» Premiére question : L’hypothése du continu est-elle

prouvable ou réfutable a partir de ZF ?

o (Godel, 1938) Sauf si ZF est contradictoire,
I’hypothése du continu n’est pas réfutable a partir de ZF.

e (Cohen, 1963) Sauf si ZF est contradictoire,
I’hypothése du continu n’est pas prouvable a partir de ZF.

Paul Cohen



Un (autre) malentendu

e Quelle est la signification des théoremes de Godel et Cohen ?
~» Le probleme du continu est-il résolu ? Non.
est-il dépourvu de sens 7 Non.
est-il indécidable, ni vrai, ni faux ? Non et non !

e Les théoremes de Godel et Cohen disent que le systeme ZF est incomplet :

- le systeme ZF n’épuise pas les propriétés des ensembles,
- il reste des propriétés de base a découvrir.

e Un systeme d’axiomes, c’est I'objet d’un consensus :

&« Aujourd’hui (en 1922), nous sommes d’accord pour déclarer que
le systeme ZF représente correctement notre intuition des ensembles >. J

e Aujourdui, 90 ans aprés ZF, en savons-nous plus,
et un consensus pour un nouveau systeme a-t-il émergé ? Oui !



e Quels nouveaux axiomes ?

e Axiomes de grands cardinaux : affirment I'existence
d’ensembles « ultra-infinis » = des solutions a I’équation
ultra-infini _ _infini
infini fini -~

« détermination projective » (DP), ...

e Pourquoi penser qu’un axiome de grand cardinal est vrai ?
... parce ce que des théoremes le disent.

e Un résultat : en pratique, le systeme ZF est complet pour les
ensembles finis.

e (Martin—Steel, Woodin, 1985)

En pratique, le systeme ZF+DP est complet pour les ensembles
finis et dénombrables (et il donne la bonne description) .

Hugh Woodin



Un systeme pour la théorie des ensembles au XXle siecle

® (2000) Nouveau consensus : ZF+DP comme base de la théorie des ensembles.

L’axiome DP est maintenant considéré comme vrai

e Quid de I'hypothése du continu ?
Ni I'un, ni I'autre, comme pour ZF...
~~ |l faudra attendre I'étape suivante (taille ¥;).

e Aujourd’hui, le probleme reste ouvert, mais, un jour, il y aura une solution J




Les tables de Laver

e A quoi sert I'ultra-infini ?
e Une drdle de table de multiplication, la table de Laver a 4 éléments :

* 1 2 3 4

112 4 2 4
213 4 3 4
3 14 4 4 4

4 |1 2 3

-

e Commencer avec +1 modulo 4 dans la 1lére colonne,
et compléter avec la régle x = (Y 1) = (x *xy)* (x* 1) :

4%2=4%(1x1)=(4%x1)*x(4*%1)=1%x1=2,
4%x3=4%(2x1)=(4%2)%x(4%x1)=2%x1=23,
4%x4=4%(3x1) = (4%3)*x(4%1) =3*x1=4,
3x2=3%(1*x1)=(3*%1)*(3x1) =4%4=414,

e La construction marche de la méme fagcon pour toutes les puissances de 2.
~~» la table de Laver a 1, 2,4, 8,16, 32,... éléments.




Le théoreme de Laver

e Question : Combien de valeurs dans la 1ére ligne de la table a 2" éléments ?

-tablea 1élément: 1 1 valeur
- table a 2 éléments: 2, 1 valeur
- table a 4 éléments: 2, 4, 2 valeurs
- table a 8 éléments : 2, 4, 6, 8, 4 valeurs
- table a 16 éléments: 2, 12, 14, 16, 4 valeurs
- table a 32 éléments: 2, 12, 14, 16, 18, 28, 30, 32, 8 valeurs
- table a 64 éléments: 2, 12, 14, 48, 50, 60, 62, 64, 8 valeurs
- table a 128 éléments: 2, 12, 14, 112, 114, 124, 126, 128, 8 valeurs
- table a 256 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256, 8 valeurs
- table a 512 éléments: 2, 12, 14, 240, 242, 252, 254, 256,

258, 268, 270, 496, 498, 508, 510, 512, 16 valeurs

Ey
£ ; ] e Théoreme (Laver, 1994) S’il existe un cardinal de Laver,
R 'n;q' le nombre de valeurs dans la 1ére ligne
de la table a 2™ éléments tend vers l'infini avec n.
76 N

Richard Laver




Une défense de I'ultra-infini

e Quel est le rapport entre I'ultra-infini et les tables de Laver ?

e Une situation bizarre :

— On ne peut pas démontrer I'existence du cardinal de Laver

— On sait construire « a la main > les tables de Laver,
mais on ne sait pas démontrer le théoreme de Laver sans cardinal de Laver.

— Pourra-t-on le faire un jour ?
— Probablement...
— Alors I'ultra-infini ne servira plus a rien ?
— Si : sans ultra-infini, on n’aurait pas découvert les tables de Laver.

& L’ultra-infini donne de (bonnes) idées. »

e Penser a la physique : utiliser une intuition de théorie des ensembles
pour deviner des propriétés
~ utiliser une intuition physique pour deviner des propriétés.



Révision de la legon

e La théorie des ensembles est la théorie de I'infini : son but est d’explorer
les divers infinis

e Elle a été victime de son succes : dans les années 1960, sur un malentendu, on a
voulu en faire une théorie du grand tout, ce qui n’était pas sa prétention.

e La théorie des ensembles continue de progresser :
il existe un consensus sur la facon de compléter le systeme ZF en ZF+DP,
il devient réaliste d’espérer résoudre le probleme du continu.

e Méme si on ne s’intéresse qu’aux objets finis et aux résultats effectifs,
et méme si on ne croit pas a I'ultra-infini,
il serait regrettable de se priver des intuitions qu’il apporte

e Et, si vous restez sceptique sur I'existence de I'ultra-infini :
— pourquoi croyez-vous aux nombres réels ?
— pourquoi les humains croient-ils a I'infini,
ou, en tout cas, en partagent |'intuition ?

e Une vraie question : Les Martiens ont-ils I'intuition de I'infini ?
L'utilisent-ils dans leurs mathématiques ?

=] F = = =




