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® Les résultats de Cohen ne sont pas la fin de I'Histoire.
e Aujourd’hui, on en sait (bien) plus sur (les ensembles et) I'infini,

et il existe un espoir raisonnable que le probleme du continu soit résolu.
e De nouveaux types d’'applications de la théorie des ensembles apparaissent.
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au moins deux infinis non équivalents.

e Théoréme (Cantor, 1880's) : Il existe

une infinité d’infinis non équivalents,
qui s'organisent en une suite bien ordonnée

Ng < Np <Ny < <N, <

e Faits. - card(N) = N,

- card(R) = card(P(N)) = 280 > card(N).

» Equivaut a

e Question (probléme du continu) : Pour quel ordinal @ a-t-on card(R)
e Conjecture (hypothése du continu, Cantor, 1879) : card(R) = N;.

=Ny ?
tout ensemble non dénombrable de réels est en bijection avec R.
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e Théoréme (Cantor—Bendixson, 1883) : Les fermés vérifient HC. J

Tout fermé non dénombrable est en bijection avec R.

o Théoreme (Alexandroff, 1916) : Les boréliens vérifient HC. J

. et puis plus aucun progrés pendant 70 ans.

e Entre-temps, formalisation de la logique du premier ordre (Frege, Russell, ...)
et axiomatisation de la théorie des ensembles (Zermelo, puis Fraenkel, ZF)

» Consensus : «Nous sommes d’accord que ces propriétés traduisent
notre vision actuelle des ensembles (mais cela peut changer dans le futur...)».

e Premiére question : HC est-elle prouvable ou réfutable a partir de ZF 7 J
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Deux résultats majeurs

e Théoréme (Godel, 1938) : Sauf si ZF est contradictoire,
HC n'est pas réfutable a partir de ZF. J

e Théoréme (Cohen, 1963) : Sauf si ZF est contradictoire,
HC n'est pas prouvable a partir de ZF. J

e Conclusion : ZF est incomplet.

» Découvrir plus de propriétés de I'infini, et adopter plus d'axiomes !
» Comment reconnaitre qu'un axiome est vrai? (Qu'est-ce que cela signifie 7)

Exemple: On peut prendre HC comme axiome, mais ce n'est pas une bonne idée...
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e Quels nouveaux axiomes ?

o Depuis les années 1930, axiomes de grand cardinal (GC):
» diverses solutions a I'équation
super-infini _ _infini

infini fini

» cardinaux inaccessibles, measurables, etc.
» axiomes «il existe tel ou tel grand cardinal>...

e Principe: «autosimilaire implique grand>»
» X infini: 3j : X — X (j injective non bijective)
» X super-infini: 3j : X — X (j inj. non bij. préservant toute notion €-definissable)

un plongement (élémentaire) sur X
» Exemple: Il ne peut exister aucun plongement sur N, donc N n’est pas super-infini.

e Les axiomes GC sont naturels (itération de I'existence d'un ensemble infini),
mais aucune évidence qu'ils soient vrais, ou simplement utiles
(pas de lien avec les objets usuels).
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e Propositions (Moschovakis, Kechris, ...., 1970s) : Ajouté a ZF,
DP fournit une description «compléte» et satisfaisante des ensembles projectifs. J
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e L'axiome DP est utile (améliore la description des ensembles usuels),
mais pas naturel (pourquoi le considérer ?)
— contrairement aux axiomes de grand cardinal, naturels mais non utiles.
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Le systeme de référence pour la théorie des ensembles n'est plus ZF, mais ZF+DP.

e Nouveau consensus : J
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Plan:

» |. Le probléeme du continu jusqu'a Cohen
» Il. Que signifie découvrir de nouveaux axiomes vrais ?

» Ill. Une application d'un type nouveau: les tables de Laver
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Les tables de Laver

e La construction marche pour toutes les tailles :

e Proposition (Laver): (i) Pour tout N, il existe une unique opération - sur {1, ..., N}
vérifiant x:-1=x4+1mod N et

Xy 1) =(x-y) - (x-1).
(ii) L'opération obtenue obéit a la loi LD si, et seulement si, N est une puissance de 2.

» A, := la table de Laver a 2" éléments.

ePourn>1onal-1=2%1dans A,: non idempotent.
» différent de la conjugaison des groupes et autres LD-structures classiques;
» contrepartie de Z/nZ dans le monde autodistributif :
Ap présenté par (1| 1) = 1)1p, avec x5 = (-..((x'x)-x)...):x, p termes, ...
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Tables de Laver : exemples

A3l 1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 4 6 8 2 4 6 8

Al 2 2|3 47 8347 8

Ao 3 4 8 4 8 4 8 4 8

1 1 2 2 4 5 6 7 8 5 6 7 8

2 1 2 5 6 8 6 8 6 8 6 8

6 7 8 7 8 7 8 7 8

7 8 8 8 8 8 8 8 8

8 1 2 3 45 6 7 8
As 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16
1 2 12 1416 2 12 14 16 2 12 14 16 2 12 14 16
2 3 121516 3 121516 3 12 15 16 3 12 15 16
3 4 8 1216 4 8 1216 4 8 1216 4 8 12 16
4 5 6 7 8 13141516 5 6 7 8 13 14 15 16
B 6 8 1416 6 8 1416 6 8 1416 6 8 14 16
6 7 8 1516 7 8 1516 7 8 1516 7 8 15 16
7 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16 8 16
8 9 10 11 12 13 14 15 16 9 10 11 12 13 14 15 16
9 10 12 14 16 10 12 14 16 10 12 14 16 10 12 14 16
10 11 12 15 16 11 12 15 16 11 12 15 16 11 12 15 16
11 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16 12 16
12 13 14 15 16 13 14 15 16 13 14 15 16 13 14 15 16
13 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16 14 16
14 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16 15 16
15 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16 16
16 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16




e Proposition (Laver): Pour tout p < 2", il existe un entier wn(p), puissance de 2,
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e Proposition (Laver): Pour tout p < 2", il existe un entier wn(p), puissance de 2, tel
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Périodes

e Proposition (Laver): Pour tout p < 2", il existe un entier m,(p), puissance de 2, tel
que la p™¢ ligne de A, est la répétition périodique
de 7n(p) valeurs croissant de p+1mod 2" & 2",
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e Proposition (Laver): Pour tout p < 2", il existe un entier m,(p), puissance de 2, tel
que la p™¢ ligne de A, est la répétition périodique
de my(p) valeurs croissant de p+1 mod 2" 3 2",
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3|4 8 48 48 48

e Exemple : 4156 7 8 56 7 8
5/6 86 86 8 6 8
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e Proposition (Laver): Pour tout p < 2", il existe un entier m,(p), puissance de 2, tel
que la p™¢ ligne de A, est la répétition périodique
de my(p) valeurs croissant de p+1 mod 2" 3 2",
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e Quelques valeurs des périodes de 1 et 2:
n ‘ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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e Proposition (Laver): Pour tout p < 2", il existe un entier m,(p), puissance de 2, tel
que la p*™¢ ligne de A, est la répétition périodique
de my(p) valeurs croissant de p+1 mod 2" 3 2",

As| 1 2 3 4 5 6 7 8
1|2 4 6 82 46 8 > (1) =4
213 4 7 8 3 4 7 8 > m3(2) =4
) 314 8 4 8 4 8 4 8 » m3(3) =2
e Exemple : 4|5 6 7856 78 > m3(4) =4
5/6 86 86 8 6 8 > m3(5) =2
6|7 87 87 878 > m3(6) =2
7|8 8 8 8 8 8 8 8 > m3(7) =1
8| 1 2 3 45 6 7 8 » m3(8) =8
e Quelques valeurs des périodes de 1 et 2:
n ‘O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
7n(1) 1 1 2 4 4 8 8 8 8 16 16 16
™) | - 2 2 4 4 8 8 16 16 16 16 16

» Question 1: A-t-on toujours 7,(2) = 7a(1)?
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cardinal de Laver — alors, pour tout n, on a wp(2) > mn(1). J

e Idem (plus difficile) pour la question 1 (période de 1 dans A, tend vers I'c0).
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