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• Quelques-uns des nombreux aspects de l’ordre standard des tresses,

◮ avec un accent sur les quelques connections connues avec la théorie des nœuds.
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◮ I. L’ordre des tresses dans l’Antiquité: 1985-1995

◮ II. L’ordre des tresses au Moyen-Âge

◮ III. L’ordre des tresses dans les Temps Modernes
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• Définition (Artin 1925/1948) : Le groupe des tresses à n brins est le groupe
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Bn :=
〈
σ1, ..., σn−1

∣∣∣
〉
.

σiσj = σjσi pour |i − j | > 2



Les groupes de tresses
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• Définition : Un diagramme de tresses σ-positif :

···
←les croisements inférieurs (= σi avec i minimal)

sont tous positifs (pas de σ−1
i )
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• Définition : Un diagramme de tresses σ-positif :

···
←les croisements inférieurs (= σi avec i minimal)

sont tous positifs (pas de σ−1
i )
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• Définition : Un diagramme de tresses σ-positif :

···
←les croisements inférieurs (= σi avec i minimal)

sont tous positifs (pas de σ−1
i )

• Théorème 1 (D. 1992) : Pour β, β′ ∈ Bn, déclarons β <D β′ si β−1β′ est représentable
par un diagramme σ-positif. Alors <D est un ordre total sur Bn invariant à gauche.

↑
β <D β′ implique αβ <D αβ′

• Exemple: Soit β := σ1, β
′ := σ2σ1. Alors β−1β′ = σ−1

1 σ2σ1 = σ2σ1σ
−1
2 , donc β <D β′.

• Question : D’où vient cet ordre ?

◮ Réponse : De la théorie des ensembles et des grands cardinaux.
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• Définition : Un shelf (ou LD-système) est une structure algébrique (S, ⊲) avec ⊲
obéissant à la loi d’autodistributivité
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◮ ordonnable ⇒ acyclique ⇒ non idempotent: s = s ⊲ s impossible.
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• Corollaire : S’il existe un cardinal de Laver, le problème de mot de LD est résoluble.

◮ Très étrange !!! Peut-on éviter l’hypothèse de grand cardinal ?
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• Théorème (D. 1991): Il existe un shelf acyclique, à savoir le shelf monogène libre S1.
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• Théorème (D. 1991): Il existe un shelf acyclique, à savoir le shelf monogène libre S1.
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= remplacer

T1

T2 T3

par

T1 T2 T1 T3

sous l’adresse α
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◮ Démonstration (principe) : Introduire le «groupe de Thompson de LD»
(comme F est celui de l’associativité).
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Élimination du grand cardinal
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les éléments s’écrivent ab−1 avec a,b dans le monöıde engendré par les LDα
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◮ propager vers la droite par
s

t s

s ⊲ t
◮ comparer les n couleurs d’entrée et les n couleurs de sortie :



Deux applications

• Corollaire 1 : S’il existe un cardinal de Laver, le problème de mot de LD est résoluble.

• Corollaire 2 : ordre des tresses.
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définit une action des diagrammes de tresse à n brins sur Sn.
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↑

pas toujours définie, mais, pour tous β1, ..., βp dans Bn,
il existe ~s dans Sn t.q.β1 • ~s, ..., βp • ~s soient définies.
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Une application de la théorie des ensembles ?
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• Remarque: Le lien «loi LD/groupe de Thompson GLD/tresses» n’est pas fortuit :
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• Question: L’ordre des tresses est-il une application la théorie des ensembles ?
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Le groupe des tresses B∞ est un quotient du groupe de Thompson GLD.



Plan:

◮ I. L’ordre des tresses dans l’Antiquité

◮ II. L’ordre des tresses au Moyen-Âge: 1995–2000

◮ III. L’ordre des tresses dans les Temps Modernes
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• Réduire une poignée :

7→
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◮ La réduction des poignées est une isotopie ;
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◮ Elle étend la réduction des groupes libres ;
◮ Les mots sans poignée sont : le mot vide, les mots σ-positifs, les mots σ-négatifs.
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n )

◮ Exemple : Cayley(∆3) = 1

σ1

σ2

∆3

◮ Mot de tresse tracé dans Cayley(∆d
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• Soit −→w = (w0,w1, ...) une suite de réductions, avec tous les wi tracés dans Cayley(∆d
n ).
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Convergence de la réduction des poignées (2)

• But (rappel) : Montrer qu’il n’y a pas de suite infinie de réductions.
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Convergence de la réduction des poignées (2)

• But (rappel) : Montrer qu’il n’y a pas de suite infinie de réductions.
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Convergence de la réduction des poignées (2)

• But (rappel) : Montrer qu’il n’y a pas de suite infinie de réductions.
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(a1, b1, ..., an, bn) • σe
i = (a′1, b

′
1, ..., a

′
n, b

′
n)

avec a′k = ak et b′k = bk pour k 6= i , i + 1, et (a′i , b
′
i , a

′
i+1, b

′
i+1) = F e (ai , bi , ai+1, bi+1),

puis les coordonnées d’un mot de tresse w comme (0, 1, 0, 1, ...,0, 1) • w .

• Remarque : semble «terrible», mais facile à implémenter (complexité quadratique).
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• Regarder une tresse à n brins comme classe d’isotopie d’un homéomorphisme d’un
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*L∗ *L∗ * *L∗

◮

σ1

* *L∗

◮

σ1

* *L∗

◮

σ1

* * *L∗

◮

σ1
◮

σ−1
2

* * *L∗

◮

σ1
◮

σ−1
2

* * *L∗

◮

σ1
◮

σ−1
2

• Compter les intersections de β(L∗) avec une triangulation (singulière) fixée T∗ :

6
3 3
4
2 2
2
1 1
0

3

0

6
3 3
4
2 2
2
1 1
0

3

0

6
3 3
4
2 2
2
1 1
0

3

0

6
4 2
6
3 3
2
1 1
0

3

0

6
3 3
4
2 2
2
1 1
0

3

0

6
4 2
6
3 3
2
1 1
0

3

0

6
3 3
4
2 2
2
1 1
0

3

0

6
4 2
6
3 3
2
1 1
0

3

0

6
4 2
6
1 5
6
3 3
0

3

0
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par une suite finie de flips :
◮
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i (T∗) en un produit de flips :

◮

σ−1
i



Action de σi sur les coordonnées

• Question: Quelles sont les coordonnées de βσi en termes de celles de β et de i ?

= comparer les intersections de L et de σi (L) avec la triangulation de base T∗
↑

une lamination ≈ famille de courbes fermées

• On a #(σi (L) ∩ T∗) = #(L ∩ σ−1
i (T∗)).
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Flips

• Or, pour un flip:

x1 x4

x2 x3

x1 x4

x2 x3

x x ′

x + x ′ = max(x1 + x3, x2 + x4)

◮ formules de Dynnikov en itérant quatre fois...



Plan:

◮ I. L’ordre des tresses dans l’Antiquité

◮ II. L’ordre des tresses au Moyen-Âge

◮ III. L’ordre des tresses dans les Temps Modernes: depuis 2000
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• Définition : Pour β dans Bn, le plancher ⌊β⌋ est l’unique entier m satisfaisant

∆2m
n 6D β <D ∆2m+2

n .

∆−6
n ∆−4

n ∆−2
n 1 ∆2

n ∆4
n ∆6

n

(Bn, <D)

β

⌊β⌋ = 1

• Proposition (Malyutin–Netsvetaev, 2000) :
(i) Le plancher est un quasi-caractère de défaut 1 sur Bn:

∣∣⌊βγ⌋− ⌊β⌋−⌊γ⌋
∣∣ 6 1.

(ii) Si β et β′ sont conjuguées, on a |⌊β⌋ − ⌊β′⌋| 6 1.

• Principe pour utiliser le plancher en théorie des nœuds :
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(i) Le plancher est un quasi-caractère de défaut 1 sur Bn:

∣∣⌊βγ⌋− ⌊β⌋−⌊γ⌋
∣∣ 6 1.

(ii) Si β et β′ sont conjuguées, on a |⌊β⌋ − ⌊β′⌋| 6 1.

• Principe pour utiliser le plancher en théorie des nœuds :

Si |⌊β⌋| est grand, les propriétés de l’entrelacs β̂ peuvent être lues à partir de β.
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où sh : σi 7→ σi+1 pour tout i et γ′ := ∆n−1γ∆
−1
n−1.
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nn−1 avec γ1, γ2, γ3 ∈ Bn−1
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• Théorème (Malyutin–Netsvetaev, 2004) :

Si on a |⌊β⌋| > 1, alors β̂ est premier, non scindé, et non trivial.
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de Bn vérifiant |⌊β⌋| > r(n), l’entrelacs β̂ correspond à une unique classe de conjugaison.
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◮ Démonstration : Si χ est un pseudo-caractère sur Bn satisfaisant χ|Bn−1
= 0,
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• Théorème (Ito, 2012) : Pour toute tresse β dans Bn :

|⌊β⌋| 6
4 · genus(β̂)− 2

n + 2
+

3

2
6 genus(β̂) + 1.



Genre et classification de Nielsen–Thurston
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• Théorème (Ito, 2012) : Pour toute tresse β dans Bn :

|⌊β⌋| 6
4 · genus(β̂)− 2

n + 2
+

3

2
6 genus(β̂) + 1.

«La clôture d’une grande tresse est un nœud compliqué.»

• Théorème (Ito, 2012) : Si β satisfait |⌊β⌋| > 2 et si β̂ est un nœud, alors

◮ β est périodique ssi β̂ est un nœud torique,

◮ β est réductible ssi β̂ est un nœud satellite,

◮ β est pseudo-Anosov ssi β̂ est hyperbolique.

Faux en général : le nœud de trèfle est la clôture de σ3
1 (périodique),

de σ1σ2σ3σ1σ2 (réductible), et de σ3
1 σ

−1
2 (pseudo-Anosov).
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et γ dans Bn, l’ensemble {β̂γ | β ∈ H} contient une infinité de nœuds hyperboliques.
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• Corollaire (Ito, 2014) : Si ρ1, ..., ρk sont des représentations quantiques non fidèles
de Bn, alors, pour tout type d’isotopie τ , il existe une infinité de nœuds hyperboliques
de type τ sur lesquels les invariants dérivés de ρ1, ..., ρk prennent la même valeur.

• Corollaire (Ito, 2014) : Si la représentation de Burau de B4 n’est pas fidèle, il existe
un nœud non trivial qui a un polynôme de Jones trivial.
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La fonction µ
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n est un bon ordre.
↑

le sous-mon̈ıde de Bn engendré par σ1, ..., σn−1
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• Théorème (Laver, 1995) : Pour toute tresse β et tout i , on a β−1σiβ >D 1.

• Corollaire : La restriction de l’ordre <D à B+++
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↑
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utile seulement si la fonction µ peut être calculée...

• Conjecture (D., Fromentin, Gebhardt, 2009) : Pour β dans B+++
3 ,

µ(β∆2
3) = σ1σ

2
2 σ1 · µ(β) · σ

2
1 .

... plus généralement, espoir raisonnable de calculer µ avec la forme normale alternante
et son analogue pour le monöıde dual (forme normale tournante de Fromentin).
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