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Laboratoire de Mathématiques Nicolas Oresme
Université de Caen
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une forme normale canonique pour les éléments de M.

• Cas du monöıde de Thompson F+, proche d’un monöıde commutatif libre,
avec 2n diviseurs de ∆n.
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∞

(thèse d’Émilie Tesson).
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- Monöıdes commutatifs libres



Plan :

• 1. Deux structures de Garside classiques
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- Le monöıde de Thompson F+

- Une structure de Garside sur F+

• 3. Un hybride de F+ et B+
∞

- Le monöıde H+
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B+
n :=
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B+
n :=

〈
σ1, ..., σn−1

∣∣∣
〉+

.
σiσj = σjσi pour |i − j | > 2

σiσjσi = σjσiσj pour |i − j | = 1
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↑
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Monöıdes de tresses
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• Théorème (Artin 1926, Garside 1969): Par la correspondance

σi !

1 i i+1 n

... ...

et la concaténation (empilement) des diagrammes, les éléments de B+
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Monöıdes de tresses
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deux brins quelconques se croisent au plus une fois
↓

= {g ∈ B+
n | g 4 ∆n}.

↑
∃h (gh = ∆n)

տ
la tresse demi-tour

∆1 ∆2
∆3



La famille des tresses simples

• Soit Sn := {tresses à n brins simples}
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• Proposition : Pour tout n et toute permutation f de {1, ...,n}, il existe une et une
seule tresse de Sn dont la permutation est f .

◮ Bijection explicite entre Sn et Sn ; en particulier card(Sn) = n!.
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i.e.. “aucun simple multiple à droite propre de si ne divise si si+1 ··· sp à gauche”
soit “si est un diviseur à gauche maximal de si si+1 ··· sp appartenant à Sn”
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i.e.. “aucun simple multiple à droite propre de si ne divise si si+1 ··· sp à gauche”
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soit “si est un diviseur à gauche maximal de si si+1 ··· sp appartenant à Sn”
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• Théorème (Adyan 1984, Morton–El-Rifai 1988) : Tout élément non trivial de B+
n a
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◮ forme normale gloutonne (ou greedy, ou de Garside) par rapport à Sn.
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◮ forme normale gloutonne (ou greedy, ou de Garside) par rapport à Sn.
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une unique décomposition s1| ··· |sp avec s1, ..., sp ∈ Sn, sp 6= 1, et

∀s∈Sn (si ≺ s ⇒ s |4 si si+1 ··· sp).
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Monöıdes commutatifs libres
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↓

= {g ∈ B+
n | g 4 ∆n}.

↑
∃h (gh = ∆n)

տ
le produit a1 ··· an
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↓

= {g ∈ B+
n | g 4 ∆n}.

↑
∃h (gh = ∆n)

տ
le produit a1 ··· an

• Fait : La famille Sn est en bijection avec les sous-ensembles de {1, ...,n}.
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Monöıdes commutatifs libres
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Plan :

• 1. Deux structures de Garside classiques
- Monöıdes de tresses
- Monöıdes commutatifs libres

• 2. Le monöıde de Thompson F+

- Le groupe de Thompson F
- Le monöıde de Thompson F+

- Une structure de Garside sur F+

• 3. Un hybride de F+ et B+
∞

- Le monöıde H+

- Une structure de Garside sur H+

- Les monöıdes «d’Artin-Krammer»
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• Définition (Richard Thompson, 1965) :

F := 〈τ1, τ2, ... | τjτi = τi τj+1 for j > i + 1〉. (*)
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• Proposition : Le groupe F est finiment présenté.

◮ engendré par τ1 et τ2, car τn = τ
τ
n−1
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2 pour n > 3.
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2 and τ
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• F ≃ { homéomorphismes croissants affines par morceaux de [0, 1]
avec pentes de la forme 2k et discontinuités de la dérivées dyadiques}.
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• Un élément de F= une paire de décompositions dyadiques de [0, 1] :

τ1 7→ τ2 7→

= une paire d’arbres binaires enracinés finis:
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◮ Un sous-groupe distingué de [F ,F ] contient tous les commutateurs
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• Théorème (Brin–Squier, 1985) : Le groupe F n’a pas de sous-groupe libre de rang >2.
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◮ Un sous-groupe distingué de [F ,F ] contient tous les commutateurs
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◮ Un sous-groupe distingué de [F ,F ] contient tous les commutateurs
(= homéomorphismes de pente 1 près de 0 et de 1).
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Φ(n) := sup{aire(w) | w de longueur n représentant 1 dans F}

• Question 1 (Gersten) : Est-ce F est automatique ? (F n’est pas hyperbolique)

• Question 2 (Geoghegan) : Est-ce F est moyennable ?
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• Lemme : Le monöıde F+ est simplifiable
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Une structure de Garside sur F+
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↑
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Une structure de Garside sur F+

• Lemme : Le monöıde F+ est simplifiable
et admet des ppcms à droite, et des ppcm conditionnels à gauche.

↑
deux éléments qui ont un multiple à gauche commun ont un ppcm à gauche

(par ex. : τ1 et τ2 n’ont pas de multiple à gauche commun)

• Définition : (i) ∆n := ppcm à droite de τ1, ..., τn−1 = τn−1 ··· τ2τ1.
(ii) Sn := { diviseurs à gauche de ∆n }
(iii) éléments simples de F+ := éléments de

⋃
n>1 Sn.

• Proposition : Tout élément non trivial de F+ a une unique décomposition s1| ··· |sp
avec s1, ..., sp simples, sp 6= 1, et

∀s simple, (si ≺ s ⇒ s |4 si si+1 ··· sp).

◮ « Les éléments simples forment une famille de Garside dans F+
».
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• Quelle est la structure des simples de F+ ? Combien y en a-y-il ?

• Lemme : Tout élément de F+ a une unique expression sans τi τj avec j > i + 2.

Démonstration : Le système de récriture sur {τ1, τ2, ...}
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• Proposition : Un élément de F+ divise à gauche ∆n ssi
son expression réduite est de la forme τi1 ··· τiℓ avec n > i1 > ··· > iℓ.

Démonstration: Il existe une bijection explicite entre
les expressions de ∆n et les permutations de {1, ...,n−1} :
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◮ card(Sn) = 2n−1.



Plan :

• 1. Deux structures de Garside classiques
- Monöıdes de tresses
- Monöıdes commutatifs libres

• 2. Le monöıde de Thompson F+

- Le groupe de Thompson F
- Le monöıde de Thompson F+

- Une structure de Garside sur F+

• 3. Un hybride de F+ et B+
∞

- Le monöıde H+

- Une structure de Garside sur H+

- Les monöıdes «d’Artin-Krammer»



Le monöıde H+
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Le monöıde H+
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Le monöıde H+
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• Fait : Il existe un homomorphisme de H+ dans les surjections de N dans lui-même.
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k pour k 6 i+1,
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τi τj+1 → τjτi pour i > 1 et j > i +2 et θiθi+1θi+3 → θi+1θiθi+1 est convergent. �

• Corollaire : Si H+ est simplifiable à gauche, il est simplifiable à droite.
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Propriétés de base de H+

• Proposition : Tout élément de H+ a une unique expression sans θiθj avec j > i + 3
ni θiθi+1θi+3.
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• Proposition : Le monöıde H+ est simplifiable à gauche
et admet des ppcm à droite conditionnels.

Démonstration : Appliquer la technique du «retournement de facteur». �

• Remarques : Il y a des éléments sans multiple à droite commun, par ex. θ2 et θ1θ3.
On ne sait rien d’éventuels ppcm à gauche.
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⋃
n>1 Sn.

• Proposition : Tout élément non trivial de H+ a une unique décomposition s1| ··· |sp
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Combinatoire des simples (II)

• Valeurs de card(Sn,ℓ), lignes correspondant à n, avec ℓ croissant :

1 1

1 2 2 1

1 3 5 5 3 1

1 4 9 13 13 9 4 1

1 5 14 26 35 35 26 14 5 1

(≈ suite 005773 de OEIS, «animaux dirigés»)

• Proposition : Pour tout n, on a card(Sn) = 2.3n−2.

• Proposition : Un élément de H+ est simple ssi
son expression réduite évite les facteurs θ2i , θiθi+2, θiθi+1θi , et θiθi+1θi+2.

Démonstration : Induction sur n, (très) délicate. �
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1 2 i i+1 i+2

σi :
· · · · · ·



Questions
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• Dans le formalisme de diagrammes où B+
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(ou S∞) correspond à

1 2 i i+1 i+2

σi :
· · · · · ·

le monöıde F+ (et la représentation de H+ dans F+) correspond à

τi : · · · · · ·

et la représentation de H+ dans les surjections de N dans N correspond à

θi : · · · · · ·

◮ deux représentations (linéaires) ρF+ et ρsurj de H+, non fidèles.

• Question : La représentation tρF+ + (1− t)ρsurj est-elle fidèle ?

• Références :

◮ P.Dehornoy & É. Tesson, Garside combinatorics for Thompson’s monoid F+

and a hybrid with the braid monoid B+
∞
, Algebr. Combinat., à parâıtre
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